Cours et exercices d’applications et de réflexions sur les nombres complexes (Partie 1)

PROF : ATMANI NAJIB

2eme BAC Sciences Physiques et Sciences de la Vie et de la Terre (2BAC PC et SVT)

NOMBRES COMPLEXES (Partie 1)

1) ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES
1) Définition d’'un nombre complexe.

1.1 L’ensemble C ; définition et vocabulaire: On
admet qu’il existe un ensemble noté C ses éléments
s’appelles des nombres complexes qui vérifie :
1RcC

2) On définit dans 'ensemble C deux opérations
appelées la somme et la multiplication qui ont les
mémes propriétés que dans R, 'ensemble des
nombres réels.

3) L’ensemble C contient un nombre non réel noté i
et qui vérifie i’ = -1

4) Tout nombre complexe z s’écrit et de fagon
unique comme : z = a + ib ou a et b sont des réels
5) Le réel a s’appelle la partie réel du nombre
complexe z ; on écrit : a = Re(z)

6) Le réel a s’appelle la partie imaginaire du nombre
complexe z ; on écrit : b = Im(z)

7) L'écriture : z = a + ib s’appelle I'écriture
algébrique du nombre complexe z .

Exemples

e Les nombres -1 ;0; 3/4 ; \/E sont des nombres

réels donc ce sont aussi des éléments de C.
« A l'aide du nombre i et de la multiplication : —i ; 2i ;

i/2 ... sont aussi dans C.

* Avec les additions, les nombres suivants sont

aussidans C : —1+i; /2 +2i
THEOREME :Soient z = x+iyet 2’ =X +iy’

(xy)eR? et (X;y') e R*deux nombres complexes :
, {x =X’
1=7 & ,
y=y

L’ écriture algébrique d’'un nombre complexe est
unique.
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PREUVE :Soient z = x+iyet z'=x"+iy’  deux
complexes tels que z=72'

2=7' o x+iy=X+iy' < x-x'=i(y -y)

Raisonnons par 'absurde : si y'—y = 0 alors

!

y' -y

étant un réel, on aboutit a une

contradiction. Donc : y' =y et on déduit alors

Xx—x'=0donc: x=x
La réciproque est claire.
Remarque : z=x-+iy et (xy)eR’

Re(z)=Re(Z)

!

Im(z)=1Im(z')

1)x+iy:0<:>{ 2)z:z’<:>{
1.3 Remarque :

1) L'ensemble R est totalement ordonné, c’est-a-
dire: (V(x,y) ER2)(x<youy<x)

2) L’ensemble des nombres complexe n’est pas
ordonné.

1.4 Des sous-ensembles de C

1) L’ensemble R 'ensemble des nombres réels est
une partie de C ; (Vx € R)(x = x + 0i)
zER<=IM(z)=0

2) L'ensemble iR est une partie de C, s’appelle
L’ensemble des imaginaires purs ; iR = {iy/ y € R}
Z€IR & Re(z)=0

3)RUIREC et RNiR={0}

(< veut dire strictement inclus strictement :
2+3i¢gRet2+3i¢iR)

Il) LES OPERATIONS DANS C.

1) L’addition dans C.

1.1 Définition

Définition :Soient z = a + ib et z'= a’ + ib' deux
nombres complexes.

La somme des hombres complexes z et z' est le
nombre complexe noté z + z' définie par :

=




z+z=(a+a)+i(b+b)
On en déduit que : Re(z + z') = Re(z) + Re(Z) et
Im(z + Z') = Im(z) + Im(2')

1.2 Propriétés

L’addition dans 'ensemble C est :

1) Associative :(V( 2, z,, z,) € C3)

(z+ )+ 2,=1,+ (3, + 1)

2) Commutative : (V(z, z' € C?)(z + z'= 7' + 2)

3) 0 est I'élément neutre pour I'addition dans C :

(VvzeC)(0+z=2z+0=2)

4) Chaque élément z dans C a un symétrique appelé
lopposé de znoté (-z) ;z+ (-z)=(-z)+z=0

On dit que € muni de I'addition est un groupe
commutatif, on le note par : (C, +)

1.3 La différence de deux nombres complexes.
Soient z et z' deux nombres complexes tels que :
z=a+ib etz=a +ib' Ladifférence de zetz'estla
somme de z avec le symétrique de z' c’est-a-dire :
z+(-Z)quonlanote:z- 7
z-z=(a-a)+ib-Db)

2) La multiplication dans C.

2.1 Définition :

Comme la multiplication dans C prolonge celle dans
R on peut définir la multiplication dans C

par :Soient z = a + ib et z'= a' + ib’ deux nombres
complexes.

Le produit des nombres complexes z et z' est le
nombre complexe noté z x z' définie par :
z*xz'=(a+ib)* (a' +ib)=aa' +ab'i +iba' + bb'i?
i=-1

zx 7' = (aa'- bb") + i(ab' + ba')

z X z'= (aa'- bb') + i(ab’ + ba')

2.2 Propriétés :

La multiplication dans 'ensemble C est :

1) Associative :(V( z,, z,, z,) € C3)

(% 2,)%x 1, =1, % (1, X 1,))

2) Commutative : (V(z, z') € C?)(z % z'= z' x z)

3) 1 est I'élément neutre pour la multiplication
dansC: (VzeC)(1xz=2zx1=2)

4) Chaque élément non nul z dans C a un

symétrique appelé l'inverse de z noté : (1 ou zh)
z

Eton a lezl
Z

On dit que C*muni de la multiplication est un groupe
commutatif, on le note par : (C*,x)

En plus des 8 propriétés que vérifient I'addition et la
multiplication dans 'ensemble C il y a une propriété

commune entre les deux opérations :
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5) La multiplication est distributive par rapport a
I'addition dans C :
(V(2,2,2)€C) (1 x(z, +1)= 1, X3, + 1, x 1,)
2.3 Le quotient de deux complexes.

Soient z = a + ib et z'= a’ + ib' deux nombres
complexes ou z' # 0 le quotient des nombres z et z'
est le produit de z et de l'inverse de z' et se note

1, ou z(z"")

z

2.3 Regles de calculs dans C

Toutes les régles de calculs qu’on a connu dans R
sont vraies dans C.

1)zz=0<=2z=00uz=0

2) z° =1et (Vn € Nx)( z" =z _xzX..Xz )nfois

8)Siz#1alors:S=1+z"+z°+...+ 2" =

somme des termes d’une suite géométrique
Application : Trouver la forme algébrique et
déterminer la parties réelles et imaginaires des
nombres complexes suivants :

z, =(2+i)-1+i)+(1+2ip

z, :(1+i\/§)3

1-3i 1+i \10
7. = 7, = Z. =(1+1
R T I T (+i)
Solution :1)

2, =-6+5i=a+bi donc Re(z,)=-6 €t Im(z,)=5
2) Z, =(1+iJ§)3 =1% +3x1? x(\/§i)+3><l><(«/§i)2 +(\/§i)3
2, =1+33i—3x3-3/3i =—8+0i e R

car Im(z,)=0

1-3i (1-3i)(3+i) 3+i-9i+3 6-8i
S 3-i 0 (3-i)(3+i)  9-i* 10
6 8 3 4i

=—-—=>-—donc R
““10°10 5 5 ¢ o(z)

3) Z,

3 4
get Im(z,)= 5

[[\S]




1+

(L+i)(3+21) 3+2i+3i-2 1+5i 1 .5
C3-2i (3-2i)(3+2i) 13

9 4i 13 13

4) ;
) 13

5) 7, = (L+i)° =((1+i) ) = (& + 2014 i7) =(20)°

2, =(2i) = 2° xi® =32x(i) xi =32,

est un imaginaire pur car Re(z;)=0
REMARQUES :
Lorsque Im(z) = 0, z = a est réel.
Lorsque Re(z) = 0, z = ib est appelé imaginaire pur.
lll) INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES.
1)L’interprétation géométrique et représentation
d’un nombre complexe
Le plans () est muni du repére orthonorme
:R(O; u;v) ; et soit V2 le plan vectoriel associé a (P).
Soit z = a + ib un nombre complexe le couple (a, b)
est associé a un point unique M dans le plan ().
L’application : C — (P)

z v M(a, b)
ou a = Re(z) et b = Im(z) est une bijection
1) Le point M s’appelle 'image du nombre complexe
dans le plan (), et 'application
2) Le complexe z s’appelle I'affixe du point M
onécrit: z=aff(M) etonécrit: zu=a+ib
3) L'application : C — V2

ze U (a;b)

ou a = Re(z) et b = Im(z) est une bijection

4) Le vecteur u s’appelle l'image du nombre
complexe dans le plan (P)

5) Le complexe z s’appelle I'affixe du vecteur U on

écrit:z=aff(ﬁ)on écrit: Z;=a+ib

6) Le plan () s’appelle un plan complexe
7)a)l’axe (Q;u)s’appelle 'axe des reels

b) L'axe (O;v) s'appelle 'axe des imaginaires
Dans tout qui va suivre le plan complexe est muni
d’un repére IR(O;u;v

S
S5

imaginaires purs

axe de

Miz=a+il)

=

axe des réels

O 1 a
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REMARQUES :

1)Les complexes z = a € R sont des nombres
réels et sont représentés sur sur I'axe des
Réels.

2)Les complexes z = ib, b € R sont des
imaginaires purs et sont représentés

I'axe des imaginaires purs.

3)Le plan est alors appelé plan complexe.
Exemple1 : Dans le plan complexe, on a représenté
ci-contre les points d’affixe z tels que
*Re(z)=2

*Im(z) =3

* Re(z) = Im(z).

__;_ =
Im(z) =3 -

2 -1

1 —_
I | l l:'] | | | | 1 [|
f T T | T ; | i i
-3 -2 -1 0 1 i 3 ! 5 i)

| # — 1 —_

.Q
@ ) .
Py 24 Re(z) =2
{\

2) Les opérations sur les affixes.

Propriété :Soient u et v deux vecteurs dans V2 ;
M et N deux points dans le plan (P) et « un réel ;
Ona:

1) aff(4) = aff(B) = A=B
staff(u)=aff(v)eu=v

2) aff(u + v )=aff(u)*+aff(vV)

3) aff(au)=ax aff(u )

4) aff(AB)= af f(B) — aff(A) = zB — zn
Propriété :

1) Soient [AB] un segment de milieul;ona:

7 = Z,+12,
2
2) Le barycentrer de 2 points pondérés :
G = Bar{(4, @) (B, f)on a 7, = Z2a Pt
a+p

3) Le barycentrer de 2 points pondérés :

lw




G = Bar{(A, a); (B, B); (C,y)}ona:

. az,+ P, +yi,
© a+p+y

3) Condition complexe d’alignement de 3 points
Soient 4, B et C trois points distincts du plan d’affixes

respectifs : Z,, Zg et Z;
On sait que :

A, B et C sont alignés < (3a € R)( AC =« AB )

& @FaeR)( Zc —Zp=a(Zs —Z,))

Zc _ZA
(———

< (Ja € R) »
T EA

B ZB_ZA

Propriété :Soient A, B et C trois points distincts du
plan d’affixes respectifs Z,, Z; et Z;

les points A, B et C sont alignés si et seulement si :

7~ —17

C
——2€eR
ZB_ZA

Exemple1 : soient dans le plan complexe les
points : A(1+i)et B(%+2ij et C(-1-i)

Montrer que les les points A, B et C sont alignés.

Solutions :

1 .. .
—+21—1
Ig =1, 2 _

2.-7, -l-i-i -1-2i :‘2(1+ij
2

Donc : les les points A, B et C sont alignés
Exemple2 : soient dans le plan complexe les

points : A(2;-3) et B(L1) et C(12)

1 . 1 .
Z+i = +i 1
2 2 -—eR

1)Determiner les affixes des points A et B et C ?

2)Determiner I'affixe du vecteur AB

3) Déterminer I'affixe de I, milieu de [AB].

4)Montrer que les points A, B et C ne sont pas
alignés.

5) Déterminer le barycentre de {(4, 2); (B,~1), (C, 3)}
6) Déterminer I'affixe du point D pour que le

quadrilatére ABCD soit un parallélogramme.

Solutions :1) 'affixe du point A est z, =2-3i

l'affixe du point B est z, =1+i
l'affixe du point C est z, =1+2i

2) af f(AB )= aff(B) - aff(A) = z8 — zn
s =(1+1)—(2-3i)=—-1+4i

_Z,tzy 2-3i+1+03-2i 3
2 2 2

3) z,

2

Zo— 7 (1+2i)—(2-3i) _ —1+5i
-2, (1+i)—(2-3i) -1+4i

4)

(~145i)(-1-4i) 1+4i-5i+20

(-1-4i)(-1+4i) (1) —(4i)’

2o -2, _21-i_21 1.
Zy -1

= &
17 17 17

B A

Donc : les points A, B et C ne sont pas alignés.
5) le barycentre de {(4, 2); (B,~1), (C, 3)} ?

. az,+ Py +y2, 22,17, +37,

a+p+y 2-1+3
, _2(2—3i)—1(l+i)+3(1+2i)_6—i_§_Ei
c 2-1+3 42 4

6) ABCD est un parallélogramme si et seulement
Si AB=DC c'est-a-dire :z, —z, = z. — 7,

Z1,=2.+2,— 12,
On en déduit en remplacant par les données :

2, =1+21+2-3i-1-1=2-2i

Exercice 1:

soient dans le plan complexe les points :
A ; B; C; D; E d’affixes respectivement :

z,=1+ietz,=3+2i et z. =2-i et z, =-2i

et z. =2

1)Représenter ces points dans le plan complexe
2) Déterminer I'affixe de I milieu de [AB].

3)Determiner I'affixe du vecteur AB
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4)montrer que le quadrilatere ABCD est un
parallélogramme
Solution : 1)

2 1=(2,1.5)
A=(1/1)
0 T T

B=(3.2

I milieu de [AB]. Donc : Al = 1B doncz, -z, =2, -1,

3+2i+1+i 3.
:T:2+—|

Donc: 7, =——— donc:

2

3)z,; =25 -2, =3+2i—(1+i)=83+2i—-1-i=2+i

Donc : |[2;

4)il suffit de monter que : AB=DC

Ona: ZE=2+I

Zor =7c — 25 =2—i—(-2i)=2+i

DC
Donc : z,, =1z, par suite : AB=DC

Donc : le quadrilatére ABCD est un parallélogramme
IV) LE CONJUGUE D’UN NOMBRE COMPLEXE.
Définition : Soit le nombre complexe z=a + ib

(a et b sont des réels) ; le nombre complexe

qu'on note zetquiestégaled z=a-ib
S’appelle le conjugué du nombre complexe z

Si z est I'affixe de M, z est I'affixe de M’ du

symeétrique de M par rapport a I'axe des réels.

s
b M'(z)
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Exemple :1)z=2+3i son conjugué est z=2-3i
2) 7=3i+6 son conjugué est z=-3i+6

3) z=3-+6 son conjugué est 7=3-6

4) —7=-7;2i=-2i;-5-3i =-5+3i;3+2i =3-2i
Propriété : (Régles de calculs) zeC et 2'€C

1)si z=x+iy alors zxz=x2+y?

2)z=z 3)z-z=2ilm(z)  4) z+2=2Re(z)

5)Z€R<:>Z=E 6)2eiR<:>z+E:0

7) z+7'=z+7" 8) zxz'=zx7

11) (') =(2) nez

12) z=4z VzeC et VieR

PREUVE :

* On prouve la 8)

On écrit les complexes z et z' sous forme
algébrique : z=a+bi avec aecR et beR
Et Z=a'+b'i avec deR et b’ eR

Onaalors : zxz'=(a+bi)(a +b')

zx7'=aa'+ab'i+ba'i—bb' = (aa’—bb')+(ab’+ba')i

zx7'=aa'+ab'i+ba'i—bb'=(aa’'—bb')—(ab'+ba’)i
D’autre part :

zx7'=a+bixa +b'i = (a-bi)x(a'-ib)
7x7'=aa'—iab’ —a’bi—bb' = (aa'—bb') - (ab’+ba)i

Ce qui donne bien 'égalité cherchée.
* On prouve la 9)

= ‘

Ona: zx:=1 donc: zx:=1 donc zx| X |=1

N
~N

lon




* On prouve la 10)

Z!
Ona: —=2'x= donc

1 z
yA Z Z

7Yy = 1 -1 7
donc [—j: I'x==7'x===

yA yA 7 2

» L’égalité 11) se démontre par récurrence si
neN

En effet : n=0 on a (z0 E)O car1=1

I
—_

)
Supposons que (2")= (E)n

—\n+1

Montrons que : (2"*)=(z)  ?

(0l _onoa_noZ (N7 _(3\"
z =7 X71=17 X7Z=\2) XZ=\2

Donc : (z_”)=(2)n vneN

Si n est négatif alorsm=-neN
Donc :

(z")=(z") :(Zimj:%m: (El)”‘ _(2)"=(2)

Donc : (z_”):(E)n vneZ

Exemplel : Démontrer que S =(1+i)5 +(1—i)5 est

un nombre réel.
Solution :On a :

5

§=(1+i)5+(1—i)5 =(1+i)5+(1—i)5 =(1+i) +(1-0)

5

S=(1-i) +(1+i) =S
S est donc bien un nombre réel.

Exemple2 : on pose : j:—%+i§

etS=j""-j" nez
1)montrer que : j° =]

2)Démontrer que : S€iR vneZ
Solution :1)

,—z{_gﬂgl(_g_z i
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2)il suffit de montrer que : S+S =0
S+8= - e 1 =(i7) -0 () -0
S8 =(1) () =7 (i -0+ () -1

-]
S+S=j —j"+j"-j =0

S est donc bien un imaginaire pur
Exemple3 : soit ueC telque ugR

Montrer que : (Vz eC) |1+uz|=‘1+ﬁ-z‘:> zeR
Solution :1) soit ze C tel que:

1+ uz| =‘1+G-z‘

Donc : [1+uz|’ =‘1+G-z‘2

Donc

, (1+uz)(1+—uz):(l+ﬁ-z)<1+ﬁ-z)

Donc : (1+uz)(1+ﬁ£):(1+ﬂ-z)(l+u-E) Car:u=u

Donc: l1+uz+uz+uuzz=1+uUuz+uUz+uuzz

Donc : Uz+Uz=Uz +Uz
Donc : (u—u)z+(u-u)z=0
Donc : (u-u)(z-2)=0

Et puisque : u—u=0 car UgR
Donc:z-z=0 Donc: z=z

Donc: zeR
Exercice 2: zeC

Ecrire en fonction de z le conjugué des nombres

complexes suivants :

Dz,=(@+)6-i) 2) Z,=22+5 3 z,=LL
=3z +i
Solution :
1) z, =(2+i)(5-i)=(2+i)x(5-i)=(2-i)(5+i)
2) Z, =2z +5i =2z +5i =2z —5i
6




z-1 ) z-1  z-1
—3z+i) —3z+i -3z-i

3)7 :[
Exercice 3: Résoudre dans C les équations
suivantes :

1) 2z+iz =5-4i 2) 7=27-2+6i
Solution:1) zeC

donc: IxeR et Iy e R/z=x+yi
22+iz2=5-4i & 2(x+yi)+i(x—yi)=5-4i

2X+y=5

2 i(2 =54
(2x+y)+i(2y+x) I®{2y+x=—4

2x+y=5 2x+y=5 2X+y=5
= = 13
~4y-2x=8  |-4y-2X+2Xx+y=8+5 —3y:13<:y=_E

Donc : X = —— par suite: z:E—Ei
3 3 3

Donc : s ={E_Ei}
3 3

2)zeCdonc: IxeR et Ay e R/z=x+yi
2=22-2+6i < X+ Yi=2(X—yi)—2+6i

Donc : S ={2+2i}

Exercice4 : dans le plan complexe on considére le
nombre complexeU et soit M I'image du nombre

complexe z et on pose : U :(z—2i)(2—1)
Et z=X+VYi avec xeR et yeR

1)écrire en fonction de x et y la partie réel et la
partie imaginaire de U

2) Déterminer I'ensemble (A)des points M(z) du
plan tels que : U est réel

3) Déterminer I'ensemble (C)des points M(z)
tels que : U est imaginaire pur

Solution :1) z=x+yi avec xeR et yeR

Donc : U =(x+yi—2i)(x-yi—-1)
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Donc : U =(x+i(y-2))((x-1)- yi)

Donc : U =(x* +y* —x—2y)+i(-y—2x+2)
Donc : Re(U)=x*+y? —x-2y et Im(U)=-y-2x+2
2) U est réel ssi Im(U):0<:>(A):—y—2x+2:0

Donc : 'ensemble (A)des points M(z) du plan tels
qgue : U est réel est la droite d’équation :
(A):-y-2x+2=0

3) U est imaginaire pur ssi Re(U)=0

X4y -x-2y=0

2 2
=% _ZX%HGJ —(%) +y?—2x1y+1 -1 =0

1Y . 5 1Y . (VBY)
@(x—z) +(y-1) —Za(x—ij +(y-1) —(7]
I'ensemble (C)des points M(z) tels que : U est

imaginaire pur est le cercle de centre : Q(l;lj
2

et de rayon : Rzg

Exercice5 :
A) Résoudre dans C les équations suivantes :

1)2z-3z2+1+2i=0 2)z+(1-i)z+3-2i=0

3)(3+i)z+z=-i

B) Déterminer les ensembles suivants :

z-2i

D) EY) ={M@) I+ € R}
2) (E2) = /Z_2i )
) (€)= (M) |~ € iR)

Exercice6 :Démontrer que :
S =(\/§+i)2n+1 —(i —\/5)2n+l est un nombre

réel vneZ

I~




Solution :On a :
2n+1

" ()
Donc: (i—\/§)2n+1 =—(\/§—i)2n+l car (-1)"" =1
Donc : S =(\/§+i)2n+1+(\/§—i)2n+l
§=(vB+i) " —(i-vB) " = (Va+i) - (i-4B) "
§=(J§+i)2n+l—(i—\/§)zn+1 = (VB-i) " (VB i)

Donc: S=S

w
I

donc S est bien un nombre réel.
Exercice7 : dans le plan complexe on considére le
nombre complexeU et soit M I'image du nombre

complexe z et on pose : U =2iz—z
Et z=X+VYi avec xeR et yeR

1)écrire en fonction de x et y la partie réel et la

partie imaginaire de U

2) Déterminer I'ensemble (A)des points M(z) du

plan tels que : U est réel

Solution:1) z=x+yi avec xeR et yeR
Donc @ U =2i(x+yi)—(x—yi)=2ix-2y—-x+yi
Donc : U =(-2y—-x)+i(y+2x)

Donc : Re(U)=-2y-x et Im(U)=y+2x

2) Uestréel ssi Im(U) =0« (A):y+2x=0

Donc : 'ensemble (A)des points M(z) du plan tels

que : U est réel est la droite d’équation :
(A):y=-2x

V) LE MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE.
1) Définition et applications

Définition :Soit z = X+ yi un nombre complexe

avec xeR et yeR
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le réel positif \/x2+ y2 2 s’appelle le module du

nombre complexe z et on le note |z|

Exemple : calculer le module des nombres

1 .3

complexes suivants : 1) z :E_i7 2) 7/=3-4i

Solution :

R OR IR
=|3—4i|=\/m=x/£=5;|—2i|:\/(_?)2=2

Propriété :Soit z =X+ Yyi un nombre complexe ;

on a ‘Z‘zw/X2+ y? =\/E

Preuve : en exercice

Exercice :

A) Déterminer les modules des complexes
suivants :

1) 7, =3++/3i

ZI

1 : 1
2)2,==——+31 3)z,=—
) 2, =>-\3 3) 7=

+i
4) z,=xoux€R

B) Ecrire sous la forme algébrique les complexes
suivants puis déterminer leurs modules :

1) ufi:—;i 2) UZ:% 3) u, =(2-8i)(V2+i)

C) Déterminer 'ensemble des points M(z)
tels que : A(z) ;B(z) et C(l) soit alignés.
z

2) Régle de calculs
Propriétés : Pour tous complexes z et z' et pour
toutndansNona:

— 2 __
Df=td=k 2=z 3
7=l =1
4) |z|=0=12=0 5) |zxZ'|=|z|x|Z'

1 1 |z 7]

6) ;=m et ?:ﬂ si z#0
7) |2"|=]z[" si z#0 et VneZ
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8) |z+7/|<|z|+]|Z
Exemple : calculer le module des nombres

complexes suivants : 1) z = 5(1+ i«/§)

1+i\/§j3

1-1

2) z, :(1+i)(\@—i) 3) z, :(

Solution :

1) |z| = |-5(1+iV3)| = |5t +iv3| = 5v1+3 =10
2) |z,| :‘(1+i)(\/§—i)‘ =[+i[x[VB i = V2 x4 =242

3) ., (1+iv3)| p+ivE[ (p+ivaE|) L+iv3 ’
|23|_( 1-i J =i | =i ) | il
||[% (a) -2\

2) interpretation geometrique du module :
Le plan est rapporté a un repére orthonormé

soit M l'image du nombre complexe z =x-+iy
avec xeR et yeR on
a: M(xy)donc:

”W” =OM =X’ +Yy° =|7|

Donc : |z| =0OM

Propriété :Si Aet B ont pour affixes z, etz, ,

alors : HEH =AB=|z,-7,]

Preuve :soit M tel que : OM = AB

Onadonc: z, =2,-2, avec z,, I'affixe de M

Donc : |z, -z,|=|z,|=OM = AB
Exemplel : Le plan complexe est rapporté a un

repéere orthonormé(O;ﬂ;V) ; les points A, B et C

ont pour affixes: z, =2 etz =1+ J3i et z. =3+i3

Montrer que le triangle ABC est équilatéral
Solution :il suffit de montrer que : AC=AB=BC
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AB =z, ~2,|=[1+ 3 -2 =|-L+\Bi[ = (-1 + VB = A =2
AC =|z ~2,|=[3+ i~ 2| =L+ 3i[ = (1) +B" = VA =2

BC = z¢ — 25| =[3+ /3 ~1-V/3i| = [2| = 2
Donc: AC=AB=BC

Exemple2 : Déterminer 'ensemble(A) des points

Md'affixe 2 tels que : |z-1-2i|=|z-7+2i|

Solution :
Methodel : Méthode géomeétrique :

|2-1-2i=|z-7+2i| & |2-(1+2i)| = [z (7-2i)
On pose : A(z, =1+2i) et B(z, =7-2i)
&t ~2,] =2~ 2] <> AM = BM
L'ensemble (A)cherche est la médiatrice du

segment|AB]
Methodel : Méthode algébrique :

ZzeC donc IxeR et IyeR telque : z=x+yi
|2-1-2i|=|z-7+2i| < |x+ yi—1-2i| =[x+ yi - 7+ 2i|

<:>‘x—1+i(y—2)‘:‘x—7+i(y+2)‘

(=1 +(y-2) =[x-7) #(y+2) o (x-1f +(y-2) =(x-7 +(y+2)
& X =2X+1+ Y —4y+4=x* -14x+49+ y* +4y+4

<12x—8y—-48=0<(A):3x—2y—-12=0
Exercice 8:Déterminer I'ensemble des points M

d'affixe Ztels que :a) [z-3+i|=5

b) |z2-4-5i|=|z+2|

Solution :
a) Soit Ale point d'affixe 3—i
F-3+i]=5 < AM=5

L'ensemble cherché est le cercle de centre A
et de rayon 3.
b) Soient B et C les points d'affixes 4+ 5iet —2

9



https://www.tawjihpro.com/

lp-4-5i|=[z+2| © BM=CM
L'ensemble cherché est la médiatrice du

segment [BC]
Exercice9 :Déterminer I'ensemble(C) des points

Md'affixe 2 tels que : |z-2i[=3

Solution :
Methodel : Méthode géométrique :

|z-2i|=3 On pose : A(z, = 2i)
S|z —2)|=3< AM =3
L'ensemble (C)cherché est le cercle de centre :

A(0;2)et de rayon : R=3
Methodel : Méthode algébrique .

ZeC donc IxeR et IyeR telque : z=x+yi
|z-2i|=3< |x+yi-2i|=3<|x+i(y-2) =3
@WzB@(X—O)Z+(y—2)2:32
L'ensemble (C)cherche est le cercle de centre :
A(0;2)et de rayon : R=3

Exercicel0 : Déterminer 'ensemble(A) des

%z—4i+1

points M d'affixe Z tels que : |iz+3|=
|

Solution :
Methodel : Méthode géométrique :

%z—4i+1

liz+3]= |

@\i(z_si)\:‘%(wm)

o |2=3i|=[z+4+i] car |i|:H:1
©|z-3i|=[z—(-4-i)
On pose : A(z, =3i) et B(z, =—4-i)

& |2y — 24| =2y — 25| & AM =BM
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L'ensemble (A)cherché est la médiatrice du

segment| AB]

V1) FORME TRIGONOMETRIQUE D’'UN NOMBRE
COMPLEXE NON NUL

1) L’argument d’un nombre complexe non nul.
Définition :Le plan complexe est menu d’un

repere (O;u;v) .Soit z un nombre complexe non

nul et M(z) son image. On appelle argument du
nombre complexe z une mesure (en radian) de

Iangle (G;O—M) On le note par arg(z)

O u a

Exemple : Le plan complexe est rapporté a un
repere orthonormé(O;ﬁ;Q) ;
on considére les points A ; B ;C ;D ;E ;F qui ont

pour affixes: z, =2 etz, =-2i et z. =2+2iet

z,=3ietz.=-3etz.=-2+2i

1)Représenter les points A; B ;C ;D ;E ;Fdans
Le plan complexe
2)on utilisant la représentions déterminer

'argument des complexe : z, etz, et z.et z, et
z. et z. Solution :1)

44
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2) argz, =0[27] et argz, =—%[27[]
7T w
argz. =—[2x] et argz, ==[2x]
4 2
argz. = 72'[272'] et arg z, = 377[[27;]
Remarque : le complexe nul n’a pas d’argument
Propriété: zeC* et yeR"

1)zeR” <argz=r[27] 2)zeR™ < argz=0[27]
3)arg(iy)== [27[] si y>~0 et arg(ly)———[27z] si
y=<0

4y arg(~z)=r+argz[2z] 5) argz =—argz[27]

Exemple : arg(5i)z%[27r] et arg(—3i)z—%[27r]

0[27] et arg(-1)=

2) Forme trigonométrique d’un nombre
complexe non nul
Soit z = a + ib un complexe non nul, on a donc

|z|=Va2z+b? # 0 et par suite :

z=\/a2+b2( q_ i b ]

Jaz+bz a2+ b?
Or :siarg(z) = 0 [2n]

arg(2) = r[27]

alors : cosé = et sin@ =

a b
Et finalement : z = |z|(cosO + i sinf)
Propriété : Tout nombre complexe non nul z a
une écriture de la forme z = |z|(cos@ + i sinb)
Ou arg(z) = 6 [2n]
Cette écriture s’appelle la forme trigonométrique
du nombre complexe non nul z
Exercicell :
Donner la forme trigonométrique du nombre
complexe z dans les cas suivants :

1) z,=\3+i 2)z,=1-i 3) -

\/§+li
2
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4) z, =13
Solution :1) |z| =12 ++/3 =4 =2
=3+1i= £+l| _2(cos£+isin£J
2 2 6 6

5z=7 6)z=-12

argz, = %[2%]

M(V3+i)

0] u V3

2) |z, :.[12 +(—1)2 =2

21=1—i=\/_(\/_ \/—J \/_(cos —isin%)

Etona: cos(-x)=cosxet sin(-x)=-sinx donc :

= —%[27[]

3:_£+li 12,]= /i+1:\/i:£
6 2 36 4 3 3

ﬁ = ﬁ(—cosfﬂsian
2 2 3 3 3

3) z

Etona: sin(z—x)=sinx et cos(z—X)=-CcosX

Donc:
Z, :?[cos(n—%)ﬂsin[n—%))=§(cos(2;)+|sm(2;z)j
4) z, =-1-/3i

2 = (1) +(—3) =va=2

2, =—1—+/3i = 2(—%4%): 2(—cos%—isin%)




sin(z+x)=-sinx et cos(7z + X) = —cos X

ol onfe o)

Propriété: zeC’
Siona z=r(cos@+isind) avec r>0

Alors |z|=r et argz = 0[27r]

Exemple : Donner la forme trigonométrique du
nombre complexe z dans les cas suivants avec

496]—7r;7r[—{0}
1) z, =sin@d+icosd  2) z,=1-cosd—isind

3) z, =sinf+ 2isin2§

Solution : 1)

z :sin49+icos¢9zl(cos[%—ejﬂsin(%—en

Donc : c’est forme trigonométrique du nombre

T
complexe z, donc |z|=1et argz = 5—6’[27[]
2) z,=1-cos@—isinf = 2sin? 2 _i2sin Y cos?
2 2 2

. 9(. 7 9)
z, =2sin—| sin——icos—
2 2 2

Si 6 ]0; 7] alors : ge}o;%{ donc 25in§>0

Donc : la forme trigopnométrique du nombre

complexe z, est:

.0 [6’ 7[) - (6’ ﬂj
Z,=2sIN—| COS| ——— [+ISIN| ———
2 2 2 2 2
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2| = 23in§ etargz= ‘9_77[[2”]

Si §e]-x;0[ alors : ge}%;o{ donc 23in§<0

.0 0 ) .. 0
Z,=—2s8iN—| COS| T +——— |+isin| 7+———
2( ( Z 2) ( 2 2D
. 9( (72’+9j . (ﬂ+9D
22=—23|n5 Ccos +isin

Donc : c’est la forme trigonométrique du nombre

complexe z, etona:

0+
2

.0
|z|:—23|nE etargz= [27]
3) 23=sin6’+2isin2g=Zcosgsing+2isin2g
2 2 2 2
.0 6 .. 0
Z, =2sin—| cos—+isin—
2 2 2
Si 6€]0;z][ alors : 9 0:Z| donc 2sin > 0
2 2 2
Donc : la forme trigopnométrique du nombre

_ .0 e .. 0
complexe z, est: z, =2sin—| cos—+isin—
2 2 2
.0
|z|=25m§ et arg z Eg[zﬂ]

Si e ]-7;0[ alors: ge}%;o[ donc 23in§<0

! 0 (ej ! ! (ej
z, =-2sin—| —cos| — [—isin| —
2 2 2
.0 ( 9) . ( 9)
Z, =-2sin—| cos| 7 +— |+isin| 7 +—
2( 2 2

Donc : c’est la forme trigonométrique du nombre

complexe Z, etona:




.0 0
|z|:—25|nE et argz E;;+E[27r]

3) Reégles de calculs sur les arguments :

Soit z et z' deux nombres complexes non nuls tels
que arg(z) = 0 [2n] et arg(z') = 0’ [2n]

Ondonc:

z = |z|(cosO + i sinB) et z'= |Z'|(cosO' + i sin6')
et par suite :

zz'=|z||Z'|(cosO + i sinf)(cosB' + i sinb")

= |z||Z'|(cosBcosB' + i cosB sinb' + i sinf cosO —
sin@ sinf")

= |z||Z'|(cosBcosB'- sinb sin@' + i (cosO sinb' +
sinf cosh)) = |z||z'|(cos(6 + 8') + i sin(6 + 6'))
(En utilisant les formules de transformations)
Propriété principale : Soit z et z' deux nombres
complexes non nuls, on a:

arg (z x z') = arg(z) + arg(z') [2n]

Propriété Régles de calculs pour les arguments :
Soit z et z' deux nombres complexes non nuls :
1) arg (1/z) = —arg(z) [2n]

2) arg (z/Z") = arg(z) — arg(z’) [2m]

3) arg(z") = n arg(z) [2m]

4) arg(-z) = arg(z) + « [2m]

5) arg (2) = - arg(z) [2n]

Preuves (en exercice)

Notations : Soit z un nombre complexe dont la
forme trigonométrique est : z = r (cosf + i sinf)
c’est-a-dire |z| = r et arg(z) = 0 [2n]

On écrit: z =r, 0]

Regles de calculs :

1) [r, 8] x [r', 67 = [rr', 60']

2)1/ [r, 6] = [1/r, —6]

)[r,6]/[r', 01=][rlr, 6 -6

4) = [r,0]=[r, m+ 6]

5) [r;6]= [r,~6]

6) [r, 6]™ = [r, nd]

Ces propriétés ne sont que 'assemblage des
propriétés sur les calculs des modules et les
calculs des arguments.
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Exemple :on considere les nombres complexes :

z,=\3-ietz,=1-i et z=4 etU=2°x2?
ZZ

1)Ecrivez les nombres complexe z, ; z, et Z et

1
Sous leurs formes trigonométriques.
2) Ecrire le complexe Z Sous sa forme algébrique

puis en déduire cos - et sin =
12 12

Solution :1) z, =+/3—i

| = N3 +(-1) =VA=2

Donc :\/3-i=2 ﬁ—il :Z(COSZ—isinzj
2 2 6 6

Ona: cos(—x):cosx et sin(-x)=-sinx

oone:=2{on{ - oon(-5)}-5

Ona: |22|=\/12+(7_1)2=‘/§

z, =1-i :ﬁ(%—i%]:ﬁ(cos%—isin%]

et ol ]

i flol ol ) el
cos[%)ﬂsin[%)j

2

N

1
o~ |._N

1
i
N

(o)

=)

wn

|
oy

+
=N
N—

+

<.

=

|

)

+

)
N~
N——

I

=

6 i
U=2z'xz?= 2;—2} x[ X
xti=| -] | VE- g

o ~[2ir {23 ]-| 2o (5




Boi (B-i)+) B Eoivn fAer B

T-i (i) 2 2 2

‘- ﬁ(("”(é)*'“"@zn

J3+1

2

R

2

\/§+1 J_
Donc : COS(%j:%ﬁ COS(%J: 2?/-%1
\/§+1 (T :E
sin(%):% Sm(12j 22
o) B2
COS(E)— 4
() B2
SIH(EJZ 1

Exercicel2 : Ecrire le complexe 7 = (£+ %j
Sous sa forme algébrique

2 .46
Solution :On va d’abord écrire u =7+|§

Sous la forme trigonométrique

U=£+i§=J§{l+i£}=ﬁ(cos%+isin%j

2 2
8
i
9
8—”} :16(0038—”+isin 8—”]
3 3 3
%)
3
D _16£—1+
2

Exercice 13 : Déterminer le module et 'argument
du nombre complexe z dans les cas suivants :

NA

Donc: 7z =(—

2 2

+i£]8=[«/§;

Z{«/?s;

?ef s

Z= 16(cos 27r+— +|sm(2

. br+2r7
sin

27

3

Z= 16[005 +|sm( >

o

Z — —8+8/3i
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)z———l— 2)z=-5-5i 3) z=—6+6/3i

2

4) 2=(3-3i) 5) 2=—2-23i 6) 2=6-i2

7)z:(ﬁ+3i)(—%—i§} 8) z:ﬁ
_—2-24f3i
9) Z_—Jg—iﬁ

VII) INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES
1) Angles orientés et argument.
Le plan complexe est rapporté a un repere

orthonormé(O;ej;@) :

On sait que si le nombre complexe z est non nul
alors : (ﬁ) =argz[2r]

[1 Soit z et z' deux complexes non nuls d'images
respectives M et M ', on a

(OM;OM’)=(OM ¢+ (e:OM")[27]

=~ (e:OM ) +(&:0M")[21]

!

(W’;W) =argz' —argz[2z]=arg Z—[Zn]
z

Soient A et B deux points dans le plan complexe
d’affixes respectifs a et b, on sait qu’il existe un

unique point M tel que AB=OM et M aura

Pour affixe le complexe (b - a)

Don!: ; (ﬁ) =arg(b—a)[27]

Soient 4, B et C trois points distincts dans le plan
complexe d’affixes respectifs a, betc,ona:

(A8 AC )= ( AB;e)+(e; AC[27]




&l
3|

_(ej;m)+(ej;ﬁ)[zﬂ]

S

—arg(b—a)+arg(c—a)[27]

3l

&l

arg(c—a)—arg(b—a)[27]

(b2

3l

&l

&l

)
)
)
)

1

-
:

i

Soient A, B, C et D quatre points distincts dans le
plan complexe d’affixes respectifs a, b, c et d

ona: (ﬁﬁ) = (@;E)+(E; ﬁ)[Z;r]

(ﬁ; ﬁ) = (ﬁ; E)+(ﬁ;ﬁ)+ z[27]

(ﬁ) — arg (;__aj +arg (d—_zj +arg(-1)[27]

—a a

Propriété :1) Soient M et M’ et A, B, C et D quatre
points distincts dans le plan complexe d’affixes
respectifs z, z', a, b, cetd ona:

!

1) (W) =arg (Z?j[Zﬂ]

2) (ﬁ) =arg(b—a)[27]

3)(ﬁ) =arg (Ej[zyz]
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4) (ﬁ; C—D) =arg (S;CJ[Z”]

Exemple : Soient A, B et C des points dans le

plan complexe d’affixes respectifs Z, =3+ 5i ,

Z, =35 et 7, =7+3i

Z, —
1)montrer que : ———
A~ Lc

2)monter que ABC est un triangle rectangle et
que :BC =2AC

z.  —4-8i 2i(—4+2i)

Solution :1) Ze =

Z, — 2 C4+2i —4+2i
CACR) — Zg — 7,
(CACB)= arg( ) ][2;;]
(ﬁ;@)sarg(Zi)[Zﬂ]

(CA:cB) Eg[zﬂ]

Donc : ABC est un triangle rectangle en C

Z. -2 ) y A )
Ona: -2 "€ =72j donc:; |-&2——¢ =|2||
ZA_ZC ZA_ZC

Z. —1
Donc : 25 C|:2 donc: B¢ _»
|z, — 2| AC
Donc : BC =2AC

Exemplel5 : Le plan complexe est rapporté a un
repére orthonormé(O;T; ]) :

Soient A, B et C des points dans le plan complexe
d'affixes respectifs @ =2i, b=+/2(1+i) et
c=a+b

1)Montrer que OBCA est un losange

37
2) Montrer que :argc = ?[27[]

Solution :
1)Ona: c=a+b donc: OC =0A+OB

Donc OBCA est un parallélogramme




A ona:‘a—0‘=‘2i‘=2=OA
\/5(1+i)‘:‘\/§“(1+i)‘:\/§«/§=2

alors : OB =0A

donc OBCA est un losange

OB:\b—O\:‘

2) argc = (ﬁ)[h]

(T; @)+(@;CTC)[27r]

(ﬁ)+%(@07\)[27z] (OBCA : losange)
1 a
= Zarg[2
argb+2argb[ 7]
1
=argh+= (arga argh)[27]
Donc: argc=

%(arg a-+argh)[27]

Or: a=2i donc: argazg[Zﬂ]

b=+2(1+i)= [gﬂﬁl

2

b= 2(cos£+isin Zj donc argh=2[27]
4 4 4

1
Donc : argc = 2(2 j[Zﬂ']

3
Donc : argC= 5[277]
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Exercicel6 : Soient A, B et C des points dans le

plan complexe d’affixes respectifs a =2 +1,
b=3+2i et c=5-i

Soit @ une mesure de I'angle orienté : (EE)

Calculer tana

Solution :On a: (ﬁ; AC) arg(b j[Zﬂ']

=2 r)

Donc : oz:arg(C
b-a

c-—a_3-2i _(3-2i)(1-i) 1-5i _1 5,
b—a 1+i (1+i)(1-i) 2 2 2
c—al /26
b—a 2
c—a \/% .. 1 5.
-~ =—"—(cosa+isina)==—=i
Done: - — 2( a a) 575
Donc : V26 cosa =1 et V26sina =-5
Donc : cosw—i et sina—_—5
' J26 J26
Donc: taha=-5

Exercicel7 :On considere dans le plan complexe

muni d’un repére orthonormé R(O;e:;g) les
points A, B et C d'affixes respectifs : z, = —2 et

z,=1+iet z;=1-i

1) Placer dans le repere R les points A, B et C
2) Déterminer le module et 'argument du nombre

z,—1

complexe et déterminer une mesure de

37 A
I'angle (Eﬁ)
3) Montrer que la droite (0A) est la médiatrice du
segment [BC] et en déduire que :

(ﬁ) = %[27{]




Z,— 1,

4) Ecrivez le nombre sous sa forme

1
algébrique puis en déduire cos (%) et sin (%)

2) Applications
2.1 Alignement de 3 points.
Corolaire :Trois points A(a), B(b) et C(c) sont

alignés si et seulement si : arg (g_—aj =0[2r]

Preuve : On sait que : (E;E)zarg(;_—aj[zn]

c—a . _
Et —— =r(cos@+isind)ou|S"2|=r et
b-a b-a

(A8; AC) =6[27]

A(a), B(b) et C(c) sont alignés si et seulement si

(E;E)zkﬁ[&r]@ﬂ:r ou i=® -y
b-a b-a
= C_aeR
b-a

Exercicel8 :1° Veérifier que les points A(5+3i) ;
B(2+i) et C(-1-i) sont alignés

2° Est ce que les points M(-2+2i), N(2-i) et
N(1-i) sont alignés ?

2.2 droites paralléles

Corolaire : A(a), B(b) et C(c) et D(d)
(AB)||(CD)si et seulement si : arg(a—_;)j

0[27]

Ou a_—bjE 2

arg(c_d r[27]

2.3 droites perpendiculaires
Corolaire : A(a), B(b) et C(c) et D(d)
(AB)_L(CD)si et seulement si :

a-b\) 7 a-b)_ =
arg(mj= 2[27r]ou arg(c_dj_ 2[2;:]

si et seulement si :

(E,A—C) = (ﬁ,D_C)[Zﬂ] ou (ﬁ) = ﬁ—(ﬁ

(2]

Théoréme : Soit A(a),B(b), C(c) et D(d) quatre
points dans le plan complexe.
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Les points A,B,C et D sont cocycliques si et
c—a b-d

X
b-a c-d

seulement si : eR”

Exercicel9 : Dans le plan complexe, déterminer
I'ensemble des points M d'affixe z tel que :

_52-2

z —

A

Soit un imaginaire pur.

Solution : Pour répondre a cette question, on
peut écrire Z sous forme algébrique et dire que sa
partie réelle est nulle ou il suffit de calculer la
partie réelle.

Il faut que z#1 . On note A(1)

ZeC donc IxeR et IyeR telque : z=x+yi

_5:-2 _5p-2+5iy _ (50 2+5iy)(v-1-iy)

Z , .
z-1 r—-1+1y (x—l) —|—y2
(53:2 —5.'1:—2:1:+2+5y2)+i(—5xy+2y+5xy—5y)
7 =
(a;—l)z +y2
Z_(m¥—7x+2+5f)—&y
(x —1)2 +y2

Z est un imaginaire pur
522 + 5y% — 7Tz + 2 .
> =
~ (:I: — 1) + 92
z#=0

0]

522 +5y%2 — 72z +2=0
Ry
x # louy = 0

<:>x2+y2—zx+—:o
5 5

2
= x—l +y2—£+g=0
10 100 5

7V, 9
Slr——| +y° =—
10 100

Il s'agit de I'équation du cercle (C) de centre




7 ) 3
w(—+01i) et de rayon — .
(10 ) 4 10

Le point A(1) appartient a (c).
L'ensemble cherché est donc le cercle (C) privé
de A.

Exercices20 :

Déterminer I'ensemble des points M d'affixe ztels |

z—2
que : 1=1
z+1—1
Solution :

Premiere méthode (méthode algébrique)

Z=Xx+Yyi avec xeR et yeR

On doit avoir : z = -1+

z2—2=x-2+1yi
z+1—i:$+1+i@—i)

z—=2
z+1—14

-4 _

—_— =1
‘z+1—4

=l

cﬂz—Zkﬂz+1—4
o (e-2) 497 =(2+1) +(y-1)
<:>x2—4:v+4+y2=m2+2x+1+y2—2y+1

& b6r+2y+2=0<y=3r-1
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L'ensemble cherché est la droite (D) d'équation
y=3z-1

Deuxieme méthode (méthode géométrique)

On pose : A(-1+i) et B(2) et M (2)

M(z+l—i) donc ‘z+1—i‘=AM
ﬁ(z—z) donc ‘2—2‘=BM

BM

-2
=1 —=1 BM =AM
AM

P+1—4

z2-2
z+1-1

=le

L'ensemble des points M cherché est la
médiatrice du segment [AB].

‘1
n |

Exercice21 :soit a et b et c des nombres

complexes tels que : |8 =|b|=|c|=1 et a=cet

b-c

2
1)Montrer que : [C—_b] xﬂeR

c—a b
c— 1 b\l »
2)en déduire que : arg| — |=—arg| — || —
en g ave a5 ¢~ ||| 7
. (c—bjz a (E—Ejz a
Solution : | — | x—=| —— | x=
c-a b \T-2a b
_ 1
onasi: |Z|=1alors : Z =7 donc
: 1 1Y 1 (b-cY
c-b) a |¢ b|_a_| be
(c—aij 1171 |a—c| a
c a b ac




2
2)puisque : (C—J x%eR alors :

arg {(gjz X %J =0[7]
Donc : arg (gjz +arg (Ej =0[r]

c-b a
D c2arg| — |=—arg| —
one g(C—aJ g(bj[”]

oo 2l 3]

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et

exercices Que I'on devient un mathématicien

Bon courage
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