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K. Généralité sur les suites avec (u,) est une suite son premier terme est u, : (rappel)

nzn,

A. Suite majorée — suite minorée — suite bornée :
a. Definitions:

¥

).

est minoree par un réel msi et seulementsi Vn=n,;u, <M (ou Vn=n,;u, <M ).

/- Une suite (U )., est majorée par un réel Msi et seulementsi Vn2ng;u, <M (ou Vn2ny;u, <

* Une suite (U,)

n>n,

= Une suite (U,),., estbornée sietseulementsi (U, ). ., est majorée et bornée .

nzn, nzn,

= Une suite (U, ), est bornée si et seulement si A e R*;Vn>ng;u,|< Aou (< A). A

B. La monotonie d’une suite :
a. Définition :

ﬂ- Une suite (U, )., estcroissantsi et seulementsi Vn2n, ; u, <u,,, . \

= Une suite (U, )., eststrictement croissant si et seulementsi Vn>n, ; u, <u

nn, n+l °

= Une suite (U,)., est décroissant si et seulementsi Vn>n, ; u, >u,,, .

n>n,

= Une suite (U,),.,, eststrictement décroissant si et seulementsi Vn>n, ; u,>u

nzng n+1

= Une suite (U,),., estconstante si et seulementsi Vn2n, ; u, =u,,, .

\ " Unesuite (U,)., estpériodique de période T € N'si et seulementsivn>n, ; u .. =u._ . )

il Suite arithmétique — son terme général — la somme S : ( rappel )
a. Définition :

(U, )=, estune suite numérique . r est un nombre réel non nul .
% Lasuite (U, ) estarithmétique de raison r et de premier terme U, équivauta Vnxn,:u,,—u
(ouencore Vn=n,:u ,, =UuU +r).
% (U,)sn, €st une suite arithmétique de raisonr et de premier terme U, ona:
> : = —
vnzn,:u,=u, +(N-ny)r

_ IS0 u,+u,
% Pour la somme suivante : S, =Zui =U,+U,,+U,,+...+U, oua: S = —5 x(n—p+1).
i=p

(le premier terme)+(le dernier terme)
n = 2
< Propriété caractéristique : Vp2n, ; vq2n, ; u,=u +(q—p)r (avecqetpde N ).

x( le nombre des termes de la somme )

% Moyenne arithmétique : u, =a et u,,, =b et u,,, =C trois termes consécutifs d’une suite arithmétique

deraisonrona: a+b=2c
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b. Remarque :

e Lasommesuivante S =uU,+U, +U,+....+U, possede n+1 terme. (c.ad. n—0+1).

La somme suivante S, =u, +U,+U;+....4+U_ posséde n terme. (c.a.d. n—1+1).
+....+U, possede n+1 terme. (c.ad. n—n,+1)

e Lasommesuivante S, =u, +U, ., +U, ,,

Rl Suite géometrique — son terme géneral — lasomme S, : ( rappel )

c. Définition :

(U, )=, st une suite numérique . gest un nombre réel non nul .

% Lasuite (U, ) est géométrique de raison g et de premier terme u, équivautavnn,:u,, =qxu,.

(ouencore Vn2n,:u, , =uU +r).
% (U,)nsn, €St UNe suite géométrique de raison g et de premier terme U, ona:Vvnxn,:u, =u, x (")

0’0

i=n
< Pour lasomme suivante : S, =Y U, =U +U_,, +U,,,
i=p

q(n—p+l) -1
q-1

+...+U, oua:

xu

> Sig#lona$ = 0"

> q=1: S=Zui =U,(n—p+1).
i=p
% Propriété caractéristique : Yp=n, ; ¥q=n, :u, =u xq"® (avecqetpde N ).

0’0

R/
0’0

Moyenne géométrique : U, =a et U, =b et U, , =C trois termes consécutifs d’une suite géométrique

de raison qona: axc=b?

V. Limites d’une suite numérique :(n - +oo)

A. Limite finie d’une suite :
a. Activité :

2.

v

- : e 1
% On considere la suite (un)deflnle par:u,=—;n
n

>

. . . 11 .
% Sur une droite graduée on présente P’intervalle |, = }_ZZ|: de centre 0 avec unité de mesure2 cm .

*

% Calculer quelques termes de la suite et on les place sur la droite graduée , que remarquez-vous ?
% Sintend vers +o0 , que peut-on dire des termes U, de la suite ?
b. Vocabulaire :

o Ondit que la limite de la suite (un) est 0 (zéro) lorsque n tend vers +oo .

e Onécrit: limu,=0.

N—-+o0
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c. Définition :

ﬂ (U, )=, €st une suite numérique. \

On dit que la limite de la suite (un) est le nombre réel € si pour tout intervalle ouvert I, et de centre ¢

contient tous les termes de la suite (un) a partir d’un certain rang , on note limu, =¢ .

n—+00
d. Propriété :
e Si une suite a une limite alors cette limite est unique .
.1 .1 .1 . o .1
o lim==0¢et lim—=0et;lim—=0 (IEN) et lim—==0.
Nn—>+o0 n Nn—+o0 n n—>+o0 n n—+o0 \/ﬁ

\ + lim(u,~6)=0e limu,=¢ A/

e. Exemple:

N—-+c0

% On considere la suite (un)Mdeflnle par: u,=—+3 ,onmontreque: limu, =3.
z n

Ona: lim(u,-3)=lim 1i3-3=timi=0a@ou lim u, =3.

n—>+o N n—+o N N—>+co

B. Limite infinie d’une suite :
a. Définition :

2!7 (U, ), estune suite numérique. \

e Ondit que la limite de la suite (un) est +oo si pour tout A de R* Pintervalle ]A+oo[ contient tous

les termes de la suite (un) a partir d’un certain rang , on note limu, =40 .

N—>+o0

e Ondit que la limite de la suite (un) est —oo si pour tout A de R* Pintervalle ]—oo,A[ contient tous

Nn—-+w©

\ les termes de la suite (un) a partir d’un certain rang , on note limu, =—oo . )

b. Propriété:

e Siune suite a une limite alors cette limite est unique .
e limn=400 et limn?=4w et ;limn' =+ (ieN*) et lim«/n =+ .

N—>+c0 N—>+c0 N—>+c0 N—>+c0

C. Convergence d’une suite numérique :
a. Définition :

'/ (U,),5,, estune suite numérique. §

» Silalimite de la suite (un) est finie on dit que la suite (un) est convergente .

e Silalimite de la suite (un) est infinie ou la suite (un) n’a pas de limite on dit que la suite (Un) est

&‘ divergente . A
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b. Exemple:
e u =n*ona: limu, =+ d’oi la suite (un) est divergente .

N—>+o0
e u,= (—1)” cette suite n’a pas de limite car si n est paireona U, =1 etsinestimpaireona u, =-1

et la propriété (Si une suite a une limite alors cette limite est unique ) .

1 .
e U,=—+3n; 21ona limu, =3 d’ou la suite (un) est convergente .

n n N—+o0

c. Propriété:

¢ Toute suite croissante et majorée est une suite convergente .
o Toute suite décroissante et minorée est une suite convergente .

d. Exemple:

On considere la suite numerique (un) définiepar: u, =—+7,;nx1.
n

1. Montrer que la suite (un) est minorée .
2. Montrer que la suite (un) est décroissante .

3. Endéduit la convergence de la suite (un) :

Réponse :
1. lasuite (un) est minorée :

ona:

n21:>1>0
n

3
:(3) >0
n
:>i3+7>7
n

1
=>—5+7>0
n
=u,>0
Par suite : (un) est minorée par 0 ( zéro) .
2. lasuite (un) est décroissante .

ona:

n+12n:>(n+1)32n3

1 1

3—33—3

(n+1)" n
:>un+1sun

Donc : la suite (un) est décroissante .
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3. En déduit la convergence de la suite (u,) :
Ona: lasuite (U,) est décroissante et minorée donc d’aprés une propriété la suite (u, ) est

convergente .

V. Operations sur les limites des suites :
a. Proprieté:

ﬂ Soient (u,) .. et (V,),,, deuxsuites numériques .

e Les opérations sur les suites sont les mémes que les opération des fonctions.

exemple : (un)nZn0 +(V“ )nZn0 = (Un TV )nZn0 '
e Les propriétés des opérations des limites des suites sont les mémes que celles des fonctions .
exemplel:si limu, =€ et limv,=¢ alors limu, +v, =€+¢".

N—>+w n—+w N—>+o0

exemple2:si limu, =€ et limv, =—o0alors limu,+v, =—o0 .

N—-+0 N—-+0 N—>+
e si limu,=¢ et u, >0 alors £>0 .
n—+oo
e si limu,=€et limv, =¢€etv <u, alors <. /
N—+00 N—>+00
b. application :
. . ) 1
1. calculer la limite de la suite suivante : U, =— ; n>1
n

.1 , :
ona: lim—==0-et lim3=3 d’ou limu,=3.

n—+oo N N—>+o0 N—>+co

- ) ) 1
2. calculer la limite de la suite suivante : v = (—+ 3}/5 n>1.
n

Ona: lim (£+3)=3 et lim \/ﬁ=+00 d’ou: lim (£+3)\/H=+oo.
n—+o\ N n—+o0 n—>+o\ N

VI. Critéres de convergences :
a. Critéres:

ﬂ Soient (un )nZHO et (Vn )nZHO et (Wn )nZno trois suites numériques tel que a partir d’un rang pon a §

pourtout n=p=n,(avec NneN ). a>0etlecR

L. Siv,<u <w, et limv, =limw_ =¢alors limu, =¢.

n—+wo n—-+wo n—+0
2. Siv,2o.u, et limu, =40 alors lim v, =+o.
n—-+0 N—>+0
3. Si v,<a.u, et limu, =—o0 alors limv, =¢.
n—o N—>-+o0

i~

\ 4. Si|v,—¢<o.u, et limu, =0alors limu,=¢. g
n—>+o0 N—>-+c0
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b. Application :
. - . . - (<Y’
Application 1 : On considére la suite numérique (un) définie par: v, ==——-5;n>0.
n

1. Montrerque: limv, =-5.

n—+o0

Ona:

_1—53ﬂ 5<1-5

= — -5<
n n n

-1 1

= —-5<v,<—-5
n n
. -1 .1

Onsaitque: lim —-5=1Ilim —-5=-5.

n—-+o0 n n—>+con

D’aprés I’un des critéres de convergences on obtient : lim v, =-5
N—+0

Conclusion : limv, =-5.

n—+oo
Application 2 : On considére la suite numérique (un) définie par : u, = 2n+COS(n) ;n=0.

1. Calculer: limu,

n—>+o0

Ona: —1<cos(n)<l<>2n-1<2n+cos(n)<2n+1

Donc : 2n—-1< 2n+cos(n)
D’ou : 2n—-1<u,
Onsaitque: lim 2n-1=+o0

nN—+0

D’apreés ’un des critéres de convergences on obtient : lim u_, =+c0.
n—+o0

Conclusion : lim 2n+cos(x) =+ .

n—+w
o . . . e cosn
Application 1 : On considére la suite numérique (un) définiepar: v,=—— ;n21.
n
2. Montrerque: limv, =0.
Nn—+o0
cosn| |cosn| 1
Ona:|vn—0|=—=| |S—(car|cosn|sl)
n n n

1 .1 .
D’oii: [V, —0|<= puisque lim ==0 donc: lim v, =0.
n n—+oo

n Nn—>+o00
c. Exercice:

. cosn . cosn+5
Calculer : lim — et Ilm—3

n—>+o N N—+c0 n

Vil. Suite de la forme particuliéres :
A. Suitedelaforme: u =q" avec qeR :
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a. Proprieté:

N

Si g>1alors limQq" =+ .

N—>+o0

Siq=1alors limq"=1.

N—>+o0

Si —1<q<1alors limq"=0.

Si q<-1 alors q" n’a pas de limite .

= (

Exemple :
e lim3"=+0w ,car q=3>1.

n—o

. Iim(l) =0 car -1<q=%<1.

. 2-g" . 2" 8
o liMm——=Ilm_—-—

n—s+o [ N—>+0 7” 7”

(car Iim[E] =0 et Iim(g) =0 ; —1<§<1 et —1<§<1).

n—>+o| 7 n>+o| 7

B. Suite delaforme u, =n" avec reQ’

a. Propriéeté:

e Sir>0alors limn" =40 .

N—>+o0

e Sir<Oalors limn"=0.

N—>+co

b. Exemple:
Soit la suite (u,) définie par : u, ={n° ; n>1.
Calculons : limu,, :

n—>+o0
3

__ i i .= 3
19 méthode : Ona: limu_ = lim {n® = limn’ =+c0 car r =2> 0.

n—>+w0 N—>+w N—>+w
2ime mathode : lim n® =+ donc lim 4n® =400,
Nn—>+o0 N—>+o0

Conclusion : limu, =+oo .

N—>+c0

C. suite (v,),, delaforme v, =f(u,) :

a. Activité :

On considére la fonction f définie par : f(x) =

2X-=5
X+4

1
et la suite (un) définie par (un = —3) .
n nz1

>
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1. On considére lasuite (v,)  définie par: v, =f(u,) .
e Ecrire lasuite (vn) en fonction du terme u, .

e Endéduit v, enfonctionden.

2. Calculer limu, et limv,.

Nn—-+wo n—-+w

3. Si limu, =€ en déduit une relationentre limv,_ et f et €.

N—>-+c0 N—>+c0

b. Propriété :

Si une suite (un)nZn converge vers € (c.a.d. limu, =¢ ) etfest une fonction continue en ¢ alors la
0

Nn—+o0

suite (vn )nzn définie par v, :f(un) est convergente vers f(e) (c.ad. r!Ler v, =f(£) ).

c. Exemple:

5x—6 : cosn , e
et lasuite U, =—— ; N1 etlasuite (vn) ., Jéfinie par :
X+3 n nat

On considére la fonction f(x) =

v,=f(u,).
1. Ecrire lasuite (v, ) enfonctionden .

2. Calculer limu,.

nN—+0

3. Ondétermine lim v,

N—>+c0

Correction :
1. lasuite (v, ) en fonction den.

55 COSN _ ¢
Su,—6 n 5cosn—6n
ona:v,=f(u,)= 3 = oosn = -
u,+ +3 cosn+3n
n
: 5cosn-6n
Conclusion: v, =——— .
cosn+3n

2. Calculer limu,.

nN—+0

Ona: VxeR ; —1<cosx<1donc VneN ; —-1<cosn<1

. 1 1 1 1 1
Par suite VneN ; —Ix—<-—xcosn<lx—=-—<u <—
n n n n n

. 1 .1
Or: lim—-==Ilim==0.
n—+o0 n n—)+00n

D’ou : limu, =0 (d’aprés un critére de convergence ) .
n—+o0

3. Ondétermine lim v,

N—>+0

Ona: limu, =0 etlafonction fest continue en 0 ( car f est continue sur D; = ]R\{—3} ) et

N—>+co

v, =f (un) donc d’apres la propriété la limite de la suite (Vn) est limv, =f(0)=-2.

N—+o0

e
-8 -
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Conclusion : lim v, =-2

N—>+c0

D. Suite (u,)  delaforme u,,, =f(u,):

a. Définition :

ﬂ Soit une suite (u,) _ tel que Yn>n, ;u
0

g =f (un) avec f est une fonction . \
Siona:

e fest une fonction continue sur un intervalle | .
o f(l)cl.

e u, € | (le premier terme) .

n

e Lasuite (un) est convergente (vers £€ R )

&‘ Alors € est solution de ’équation Xe | f(X) =X (c.a.d.l vérifie € :f(e) ). 1
Exemple :

On considére la fonction f(x)= Jx+6.

1. Donner le tableau de variation de f .
2. On considére Pintervalle | = [0, 3].

o Déterminer (1) .

. On considere la suite (un) définie par : {
u

e Montrerque VneN ; 0<u, <3

e Montrer que la suite (un) est croissante .

e Lasuite (un) est convergente ?

e Ecrire la suite (un) en fonction de f et deu,

4. Déterminer la limite de la suite (un) .

Correction :
1. On donne le tableau de variation de f .
Ona:

O e T ) A

2Jx+6 2Jx+6

o limf(x)=+m.

X—>+00

e Le tableau de variation de f est :

X —6 +00
f '(X) +00 +

f(x) +00
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2. On détermine f(1) .

La fonction f est continue sur son domaine de définition D, =[-8, o[ donc f est continue sur I =[0;3]

ona: f(1)=f([0;3])

= |:f (0) f (3)] ( car ’image d’un intervalle est un intervalle et puisque f est croissante ).
-[&i]
Conclusion : f(1)=f ([O; 3]) = [\/@ 3} <[0,3] .

e Montronsque: VneN; 0<u, <3
On démontre par récurrence :
- On vérifie la relation est vrai pour N=0,0na: 0<u,=2<3 donc la relation est vrai pour

n=0.
- On suppose que la relation est vraie pour nde N c.a.d. 0<u, <3 (hypothése de récurrence )
- Ondémontre que : la relation est vraie pour n+1c.a.d. on demontre que 0<u_,, <3 .
D’aprés hypotheése de récurrence on a :
0<u,<3=6<6+u,<9 ; (+6)
=6 <, /6 +u, < 3(car la fonction x > /X est croissante)

<3

n+l —

=46 <u
Donc la relation est vraie pour n+1.
Conclusion : On applique le principe de récurrenceona: VneN ; 0<u, <3
e Montrons que la suite (un) est croissante .

On montre que pour tout neN ona u,,, —u, >0

n

Ona:

6+u —u’> (3-u,)(2+u _ _
U, —U, =6+U, —U, = b —( o ) son signe est le signe de

- ,/6+un +U, - a/6+un +U,

(3-u,)(2+u,).(on peut écrire (3—x)(2+x) avec x=u, )

url
(3-u,)(2+u,)=u,,,—u, - 0 + 0 -

Puisque 0<u, <3 donc u,,,—u, >0.
Conclusion : la suite (un) est croissante
e Lasuite (un) est convergente car la suite est croissante et majorée par 3 ( d’aprés une propriété )

e On écrire lasuite (un) en fonctiondefetdeu, ,onaVneN; u,,, =f(un) .

-10 -
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5. On déterminer la limite de la suite (un) .

Ona:
e fest une fonction continue sur Pintervalle | .

+ 1()=r([03]).

e U, =2€[0;3] (lepremier terme) .

e Lasuite (un) est convergente (vers L€ R )
Donc d’apreés une propriété on a € est solution de I’équation Xe | f(X) =X.
On résout équation xe 1 , f(x)=X.
f(x)=x< Jx+6=x

& X+6=x°

& X +X+6=0

< (3-x)(x+2)=0

< x=3€[0;3] ou x=-2¢[0;3]
Dot : £=3€[0;3]

Conclusion : limu, =3

n—-+c0

-11 -
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