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  الأعداد العقدية(ب)في درس   11مذكرة رقم  

  
  ا�����ة ا���رات

-  �  ا���رف ��& ا�%$ ا������ ا����� �������ل ا��داد ا��"د
�دا��ت ����� �������ل ا��ر�ز ا��, ��دد �"ديإ(ط�ط  -  
-  ��ل ����ل ھ�د� ,/ �  �ط�ق ا��داد ا��"د

2�ل ا����د�� : - 0+ + =ax bx c  ,/ℂ    ( )( )∈ × ×*; ;a b c ℝ ℝ ℝ 

�ى��   ا��رس 
  ℂا����و��ا����د2ت �ن ا�در�� ا����� ���1ول وا�د /,  �
� 3��  ا��ر�ز أ��, ��دد �"دي 4ر ���دم و(�%
� �1��"�6� أو�ر و�ط�%  
� �1��"6� �وا/ر و�ط�%  

  
 
I. �
ا��*�د)ت �' ا��ر&� ا�	���� %��$�ل وا!�  � ا�����
ℂ  
2zا��*�د��:)1 a= +�!a ∗∈ℝ  

 : ��,�-����a.د��	
2z ��دا �����	 ��� ��
�م �� ا�� a= ��
  ھ�	:ℂا�������

� aو a−.ن	0 إذا  a ≻  

� i a− وi a− 0aإذا  	ن − ≺.  

 : �.	�2 )1ت ا�%	��� :ا��
	د$ ℂا��������# �� أ 5z = 2( 
2 3z = −  

2 )1 أ&�%� : 5z =   ��
':5z 5zو = = −  

}و��) :  }5; 5S = −  

2( 2 3z = − ��
'( )2
2 3z i=  :3z i= 3وz i= −  

}و��) :  }3 ; 3S i i= −  

2ا��*�د�� )2 0az bz c+ + = +�!aوbوc  �����! اد�
أ

��*�م aو ��1  

	��ت ℂا��ر,� ا�+	*�� �� ا�������*(�� �
	د�� �� 4*�23: �..

������2  # �
	د�� �3%2 �01 ا�/�#  0az bz c+ + = 4�� ,z ھ�

�م �a, و أ��اد �����cوbوaا����7ل, و�� ���  


%�9 �� ا������� -�,��:*ℂ.:د��	
2 ا�� 0az bz c+ + =4��
aوbوc أ��اد ������ وa م�
�� ���  

2ا�
�د ا�:���� 4b ac∆ =  , '(�0 ���; ا��
	د��−
2 0az bz c+ + =.  

∆0إذا  	ن  �  ھ�	: ��	ن ا��
	د�� #9�3 ���1 ������<

2

b
z

a

− − و =∆
2

b
z

a

− + ∆′ =.  

∆0إذا  	ن �  �	ن ا��
	د�� 9�3# �� �����	 �;دو,	 ھ�:=

2

b
z

a
= −  

∆0إذا  	ن  � �=%1>��  و�	ن ا��
	د�� 9�3# ���1 ���'�� �%�ا����  >

ھ�	: 
2

b i
z

a

− − و=∆
2

b i
z

a

− + ∆′ =  

) ا��
	د��:��ℂ:# �� ا������� :1�	�ل ) 2: 2 0E z z− + =   

)���; ا��
	د��  )E. : ھ� 

( ) ( ) ( )222 4 1 4 2 7 7b ac i∆ = − = − − = − =.  

)�� ا��
	د��  )E  :	�1ھ

1 7 1 7

2 2 2

i
z i

+= = و  +

2 1

1 7

2 2
z z i= = −.  

1إذن:  7 1 7
;

2 2 2 2
S i i

  = − + 
  

  

) ا��
	د��: ��ℂ:# �� ا������� :2�	�ل ) 2: 2 0E z z− − =   

)���; ا��
	د��  )E : ھ� 

( ) ( ) ( )2 22 4 1 4 2 9 3b ac∆ = − = − − − = =  

)�� ا��
	د��  )E  : 	�1ھ

1 3
1

2
z

−= = 2و  −

1 3
2

2
z

+= =.  

 ��دة ا�������ت             أ�7د��3� ا��$� ا��5�6�   

                               ���%� و&�ة            
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} إذن: . }1;2S = −  

) ا��
	د��: ��ℂ:# �� ا������� :3�	�ل ) 2: 2 1 0E z z− + =   

)���; ا��
	د�� ا���اب : )E : ھ� 

( )22 4 2 4 0b ac∆ = − = − − =  

 ھ�: �� �����	 �;دو,	�1�
	د�� 
2

1
2 2

b
z

a

−= − = −  إذن: . =

{ }1S =  

3 (: 9:��  ����1z 2وz  د��	
��1 ا��

( ) 20 0a az bz c≠ + +   , ��'�	:��ℂ ا�������=

( )( )2
1 2az bz c a z z z z+ + = − −#��z�� ℂ  

1 2

b
z z

a
+ = 1و − 2

c
z z

a
× =  

�	�ل:  #��z ��ℂ :>?* , ( ) 2 2 2P z z z= − +  

)أ�(2 .1 )1P i−  

)اA%�%@ ��1ل ا��
	د��  .2 ) 0P z = 

 )1 ا���اب :

( ) ( ) ( )2
1 1 2 1 2 2 2 2 2 0P i i i i i− = − − − + = − − + + =  

1و.	�%	�� :  1z i= −  �'��
),Bر �1:�ود'� ا� )P z  

1و*
C1 أن : اذن 2

b
z z

a
+ = 2أي   −

2
1

1
i z

−− + = −  

2أي :  2 1 1z i i= + − = }و��) :   + }1 ;1S i i= − +  

  ا��
	د�%�� ا�%	��%��: �ℂ# �� ا������� : 3��41'

1(( )( )2 29 4 0z z+ − =  2(2 6 13 0z z− + =  

) )1 ا���اب : )( )2 29 4 0z z+ − = ��
'2 4 0z − 2أو = 9 0z + =  

 ��
'2 4z 2أو = 9z = −  ��
'4z 4zأو= = 9zأو − i= أو 

9z i= −  
 ��
'2z 2zأو= = 3zأو − i= 3 أوz i= −  

}و��) :  }3 ;3 ; 2; 2S i i= − −  
���; ا��
	د�� ھ� :)2

( ) ( ) ( )2 22 4 6 4 13 36 52 4b ac i∆ = − = − − = − =.  

)�� ا��
	د��  )E  :	�1ھ

6 4
3 2

2

i
z i

+= = و  +

2 1 3 2z z i= = −.  

}إذن:  }3 2 ;3 2S i i= − +  

'3��42 : 1 �'��
ا��
	د�� :  ℂ) �# �� ������ ا��Eاد ا�
2 8 17 0− + =z z . 

 2 �'��

%�9 �� ������ ا��Eاد ا�*(ℂ  �'ا�:�ود
( ) ( ) ( )3 28 17 8 17− += + + − +P z z i z i z i . 

).�� أن ا�:�ود'�    . أ )P z . و���ا 	��G 	�1�=3 �� #9�3  
;��د ا��Eاد ا�:�����   . ب ;c b a   : 4��

( ) ( ) ( )2+= + +iP z z az bz c .  

)ا��
	د��  �ℂ# ��   . ج ) 0P z = .  
2 )1 أ&�%� :     8 17 0− + =z z  

���; ا��
	د�� ھ� :

( ) ( ) ( )2 22 4 8 4 17 64 68 2b ac i∆ = − = − − = − =.  

)�� ا��
	د��  )E  :	�1ھ

8 2
4

2

i
z i

+= = و  +

2 1 4z z i= = −.  

}إذن:  }4 ;4S i i= − +  

����0 :  أ) )2 =z bi  	��G 	�1�=3 ���.د��	
�1  
)��'�	 اذن :  ) ( )3 2

0 0 08 17 8 17 0− ++ + − + =z i z i z i  

 : ��
'( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2
8 17 8 17 0− ++ + − + =bi i bi i bi i  

 : ��
'( )3 28 17 8 17 0− +− − + + + =ib i b bi b i  
 : ��
'3 2 28 17 8 17 0− + − + + + =iib b b bi b i  
 : ��
'( )2 3 28 8 17 17 0+ + − − + + =b b i b b b  

 : ��
'
2

3 2

8 8 0

17 17 0

 + =

− − + + =

b b

b b b
  : ��
'

( )
3 2

8 1 0

17 17 0

 + =

− − + + =

b b

b b b
  

 : ��
'
3 2

0 1

17 17 0

= =−

− − + + =

b oub

b b b
   

0=b   : نE  ��*	+���1 ا�
J�:' $3 ا�� 20 0 170 17 0− − + + ≠  
1= −b  : نE ��*	+���1 ا�
':�J ا��

( ) ( ) ( )3 2
1 1 17 1 17 0− − − − + − + =  

=1و��)  −b   : اذن( )0 1= − = −z i i  #ف��G �1�=3 

	د��.��1  

) ب))2 ) ( )2 3 2 2+ + + = + + + + +iz az bz c az bz cz aiz biz ci  

( ) ( ) ( )3 2= + + + + +P z az b ai z c bi z ci  
).	���	ر*� �<  ) ( ) ( )3 28 17 8 17− += + + − +P z z i z i z i  

 *�� أن :

1

8

17 8

17

=
 + =− +
 + = −
 =

a

b ai i

c bi i

ci i

 : ��
' 

1

8

8 17 8

17

=
 =−
 − = −
 =

a

b

c i i

c

  

=8و   a=1و��) :  −b  17و=c  .� ا���'�ة ل	ا��% ��	%�	و.
( )P z  

) ھ� : ) ( ) ( )2 8 17+= − +iP z z z z  

) ج))2 ) 0=P z ��
'( ) ( )2 8 17 0+ − + =iz z z  

 ��
'2 8 17 0− + =z z  0أو+ =iz   
��
'1 4z i= 2و أ + 4z i= 0أو  − = −z i  

}:  �و.	�%	� }4 ;4 ;S i i i= − + −  

%�9 �� ا������� : 3��43'*ℂ:د��	
 , ا��

( ) ( ) ( )3 2: 2 3 1 4 1 3 8 0E z z z+ − + − − =  


	د��  2.�� أن ا�
�د  .1�1� #�( )E  
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, ��'�	:z  ��ℂ.�� أن ��#  .2

( ) ( ) ( ) ( )3 2 22 3 1 4 1 3 8 2 2 3 4z z z z z z+ − + − − = − + +  

3. �� #� ℂ د��	
) ا�� ) 0P z = .  
   )1 أ&�%� :

( ) ( ) ( ) ( )3 22 2 3 1 2 4 1 3 2 8 8 8 3 1 8 8 1 3 8+ − + − − = + − + − −

8 8 3 8 8 8 3 8 0= + − + − − =  

	د��  2ا�
�د و��) : �1� #�( )E  

2( ( )( )2 3 2 22 2 3 4 2 3 4 2 4 3 8z z z z z z z z− + + = + + − − −  

( ) ( )3 22 3 1 4 1 3 8z z z= + − + − −  

3( ( ) 0=P z ��
'( ) ( )22 2 3 4 0z z z− + + =  

 ��
'2 2 3 4 0+ + =z z  2أو 0− =z   
 ��
'2 2 3 4 0+ + =z z  2أو=z   

2*:# ا��
	د�� :  2 3 4 0+ + =z z  
���; ا��
	د�� ھ� :

( ) ( ) ( )
2 22 4 2 3 4 4 12 16 2b ac i∆ = − = − = − =.  

��2 ا��
	د��  2 3 4 0+ + =z z   

1ھ�	: 

2 3 2
3

2

i
z i

+= = 2و  + 1 3z z i= = −.  

)������ ��1ل ا��
	د�� إذن: )E  : ھ� { }3 ; 3 ;2S i i= − +  

II. م�*����> أ��� �*�د 
��ي ��1 �  ا�

�م, �
�	ره  z # ��د ���ي 4*�23 : �� ���r  وθ  (� ة���

ire'�%2 �01 ا�/�#  θ  ي��
1
�د ا�� 	�A0 ���3;ا أ�.� 3(	ه ا��%Bھz  

�	�ل::���� 2 2z i= + :	�'�� , 2z ]و  = ]arg 2
4

z
π π≡  

42إذن 
i

z e
π

1
�د ا�
��ي =� �Aھ� ���3; أz  
rو  ����r : �ت-�,� 
	 و  ���د'� ������ ′NO ��9,��θ  وθ ′

  ���د'� ������

1(i ire reθ θ−=    2(     ( )iire re θ πθ +− =  3(  
( )ii ire r e rr e θ θθ θ ′+′ ′× =     

4(
1 1 i

i
e

re r
θ

θ
−=  5(   ( )

i
i

i

r e r
e

re r

θ
θ θ

θ
′−′ ′

=   6(  

( ) ( )n ni inre r reθ θ=  

  ��Q أ�A	 ��# ��د �� ا��Eاد ا�%	���:أ�P  : 3��44' أو �	�ل

1(1 2 2z i= +  2( 2 1 3z i= −   3(   1 2z z×   

 4(1

2

z

z
  5( ( )12

2z  

1 )1 أ&�%� : 2 2z i= +  :	�'��2 2
1 2 2 8 2 2z = + = =  

1 1
2 2 2 2 2 2 cos sin

4 42 2
i i i

π π   + = + = +  
  

  

4و��) : 
1 2 2

i
z e

π

=  

2(2 1 3z i= −   :	�'��( ) ( )22

2 1 3 4 2z = + − = =  

1 3
1 3 2 2 cos sin

2 2 3 3
i i i

π π   − = − = −       

  

)و*(%
�# : ا��	��ة ا�%	��� :  )cos cosx x− )و = )sin sinx x− = −  

اذن : 
2 2 cos sin

3 3
z i

π π    = − + −    
    

3و��) :  
2 2

i
z e

π−
=  

3( 3 4 34 12
1 2 2 2 2 4 2 4 2

i i ii i
z z e e e e

π π ππ π− − −
× = × = =  

74
4 31 4 3 12

2 3

2 2 2 2
2 2 2 2

2
2

i
i i i i i

i

z e
e e e

z
e

π
π π π π π

π

 − − + 
 

−
= = = =  

( )
12

1212 43 3
2 2 2 2

i i
iz e e e

π π
π− − − 

= = = 
 

  

III.أو��� �=�,  

 :��,�- ����θ دا��  :	�'�� , 	�����cos
2

i ie eθ θ

θ
و=+−

sin
2

i ie e

i

θ θ

θ
−−=  

2 ����9 أن::1�	�ل cos 2 1
cos

2

θθ +=   #��θ��ℝ  

����θ  ا���اب : ∈ℝ   :	�'�� cos
2

i ie eθ θ

θ
اذن =+−

cos
2

in ine e
n

θ θ

θ
 و ��): =+−

( ) ( )( ) ( )( )
2

2 22 2 21 1
cos 2 2

2 4 4

i i
i i i i i ie e

e e e e e e
θ θ

θ θ θ θ θ θθ
−

− − − += = + ⋅ + = + + 
 

         .

( )1 cos 2 1
2cos 2 2

4 2

θθ += + =     

2 .�� أن: : 3��45' 1 cos 2
sin

2

θθ −=   #��θ��ℝ  

����θ  ا���اب : ∈ℝ   :	�'�� sin
2

i ie e

i

θ θ

θ
اذن =−−

sin
2

in ine e
n

i

θ θ

θ
 و ��):=−−

( ) ( )( ) ( )( )
2

2 22 2 21 1
sin 2 2

2 4 4

i i
i i i i i ie e

e e e e e e
i

θ θ
θ θ θ θ θ θθ

−
− − − −= =− − ⋅ + =− + − 

 
         .

( )1 1 cos 2
2cos 2 2

4 2

θθ −= − − =     

��ظ�:.� #��n��ℕوθ��ℝ:	�'�� 

( )2cosin ine e nθ θ θ−+ )و= )2 sinin ine e i nθ θ θ−− =  

3 .�� أن: : 3��46' 1 3
cos cos3 cos

4 4
θ θ θ= +   #��θ��ℝ  

����θ  ا���اب : ∈ℝ   :	�'�� cos
2

i ie eθ θ

θ
اذن =+−

cos
2

in ine e
n

θ θ

θ
−+=  
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 و ��):

( ) ( ) ( ) ( )( )
3

3 2 2 33 1
cos 3 3

2 8

i i
i i i i i ie e

e e e e e e
θ θ

θ θ θ θ θ θθ
−

− − − += = + ⋅ + ⋅ + 
 

( )3 3 2 2 31
cos 3 3

8
i i i i i ie e e e e eθ θ θ θ θ θθ − − −= + ⋅ + ⋅ +  

( ) ( )( )3 3 31
cos 3

8
i i i ie e e eθ θ θ θθ − −= + + +  

( )1 1 3
2cos3 3 2cos cos3 cos

8 4 4
θ θ θ θ= + × = +     

3 .�� أن: : 3��47' 1 3
sin sin3 sin

4 4
θ θ θ= − +   #��θ��ℝ  

����θ  ا���اب : ∈ℝ   :	�'�� sin
2

i ie e

i

θ θ

θ
اذن =−−

sin
2

in ine e
n

i

θ θ

θ
 و ��):=−−

( ) ( ) ( ) ( )( )
3

3 2 2 33 1
sin 3 3

2 8

i i
i i i i i ie e

e e e e e e
i i

θ θ
θ θ θ θ θ θθ

−
− − − −= =− − ⋅ + ⋅ − 

 
.  

( )3 3 2 2 31
sin 3 3

8
i i i i i ie e e e e e

i
θ θ θ θ θ θθ − − −=− − ⋅ + ⋅ −  

( ) ( )( )3 3 31
sin 3

8
i i i ie e e e

i
θ θ θ θθ − −=− − − −  

( )1 1 3
2 sin 3 3 2 sin sin 3 sin

8 4 4
i i

i
θ θ θ θ= − − × = − +     

4 .�� أن: :3��48' 1 1 3
sin cos4 cos2

8 2 8
θ θ θ= − +    

 #��θ��ℝ  
IV. � ا�� �=�,  

:��,�- ����θو 	دا �������n  �� ا�R��ℕ:	�'�� , 

( ) ( ) ( )cos sin cos sin
n

i n i nθ θ θ θ+ = +  

) ھBه ا��%(	و'� )3��S�G 0 ��ا��, و �3%2 أ'?	: )ni ine eθ θ=  

sin ����9 أن::1�	�ل 2 2sin cosθ θ θ= و
2 2cos 2 cos sinθ θ θ= − #��θ��ℝ  

 ��'�	 �(�S�G 2 ��ا��: ا���اب :

( )2
cos sin cos 2 sin 2i iθ θ θ θ+ = +   

 و ��'�	 أ'?	:

( )2 2 2cos sin cos sin 2 sin cosi iθ θ θ θ θ θ+ = − +  

2 ��): و 2cos sin 2 sin cos cos 2 sin 2i iθ θ θ θ θ θ− + = +   
sinإذن:  2 2cos sinθ θ θ=  2و 2cos 2 cos sinθ θ θ= −

  (�(T 2	��G 3(	وي ��د'� ���'��)

�	ل  .�� :3��49'%A	.:ا�� أن�� �S�G  

3cos3 4cos 3cosθ θ θ= −   #��θ��ℝ  
3sin أن: و 3 3sin 4sinθ θ θ= −   #��θ��ℝ  

 ��'�	 �(�S�G 2 ��ا��: ا���اب :

( )3
cos sin cos3 sin 3i iθ θ θ θ+ = +   

 و ��'�	 أ'?	:

( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 "3cos sin cos 3 cos sin 3cos sin sini i i iθ θ θ θ θ θ θ θ+ = + + +  

( )3 2 2 3cos 3cos sin 3cos sin siniθ θ θ θ θ θ= − + −  

 و ��):

( )3 2 2 3cos 3cos sin 3cos sin sin cos3 sin3i iθ θ θ θ θ θ θ θ− + − = +   

2إذن:  3sin3 3cos sin sinθ θ θ θ= −  
3و   2cos3 cos 3cos sinθ θ θ θ= (�(T 2	��G 3(	وي −

  ��د'� ���'��)
3 2cos3 cos 3cos sinθ θ θ θ= −  

( )3 2cos 3cos 1 cosθ θ θ= − −  
3 3 3cos3 cos 3cos 3cos 4cos 3cosθ θ θ θ θ θ= − + = −  

( )2 3 2 3sin3 3cos sin sin 3 1 sin sin sinθ θ θ θ θ θ θ= − = − −
33sin 4sinθ θ= − 

'3��410: �  ?!ℂ  :1-22Z -2Z+5=0   2- 
3 23Z -3Z +2Z-2=0  

22Z!? ا��*�د�� :  -1ا�&�%�: -2Z+5=0                    

       : ��3��36∆ = −    1 2
2 36 2 36

4 4

− += =i i
z z;    

1إذن :         3 1 3
;

2 2

− + =  
 

i i
S  

2-   3 23Z -3Z +2Z-2=0  
33*�م       B!C1 أن  :   �  23Z -3Z +2Z-2  
       : D��z    EF�33−1و  23Z -3Z +2Z-2   
     : ���( )( )3 2 23Z -3Z +2Z-2 = Z-1 3Z +2  

23Z!? ا��*�د��  :            +2=0                 

  2 2
Z

3
= إذن :   −

2

3
=Z i    أو

2

3
= −Z i    

  : D��3و 23Z -3Z +2Z-2=0  

    : ��*31=Z     أو
2

3
=Z i    أو

2

3
= −Z i    

2إذن :         2
1; ;

3 3

  = − 
  

S i i  

'3��411:( ) ( )3 2( ) 16 89 16 89P Z Z i Z i Z i= − − + − +  

)%�' أن )1 ) 0P Z =:( )E  � �, C�G4 C! ?H�40z �3ه��4 ��3  

2(   �  ?!ℂ  :( ) 0P Z = 
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