
 

1                                                           ������ �	
                              ا���ذ: �
 

 

 

 

  

  

  

ا����� �ن ��ك ا������ور� �: ا������وى  
�� ���� ا���وم ا���ر

�ة و ا�رض •�  ���ك ��وم ا�
• ���  ���ك ا���وم ا� ز
• �� ���ك ا���وم ا�زرا

 

  التكاملي الحسابفي درس   9مذكرة رقم  
  

�ى ا���������  
 ����ل دا�� ��$�� ��# "ط�� -
�ت ا�����ل -$�(  
  ا�����ل و ا��ر�ب -
���ب ا�����ل��ض �*��ت  -  
���ب ا������ت -  
  ا���وم���ب  -

  ا���رات ا�����ة 
- ����ب ����ل دا�� �دد  
ن -��ز ا���$ور �ن ���  ا����ن �ن ���ب ����� ا�
  ا����ن �ن ���ب ��م ا����م ا��و�د �دوران ����# دا�� �ول ��ور ا�+�$ل -
  
  
I. !� "!#  *()" '&��% دا�" �
1. :+,�('  

 ����f ل��� 
�� ���� ]دا� ];a bوF 
 fدا� أ��� ���ا���

]ا����ل ];a b   .  

)ا���د ا������ ) ( )F b F a− ����� 
���و bإ�
  f ��aا��ا�

 �!��" #�  �!$( )b

a
f x dx∫  �� �����ل bا�
  aو ��!أ  

( )f x dx           

�!�� :ا���د( )b

a
f x dx∫ �&����' أ( ) b

a
F x    :�(�و ��

( ) ( ) ( ) ( )b b

aa
f x dx F x F b F a = = − ∫         ..  

)(� ا����" :�!��ظ" )b

a
f x dx∫!�*ا��� +�,�� ����x  !�*�� ي."

  أ0!.

)إذن:  ) ( ) ( )b b b

a a a
f x dx f t dt f s ds= = =∫ ∫ ∫  

���/� :   )1  أ��!":
4

2
3= ∫I xdx  

3xا��ا�" :    x֏   !� "!#�[ ]2 4;  

23ا��ا�" :  

2
x x֏   !� �0� "	!1أ[ ]2 4;  

إذن :      
44 2 2 2

2 2

3 3 3
3 4 2 18

2 2 2
 = = = × − × =  ∫I xdx x  

2( ( ) ( ) ( )
11 2

0 0
2 3 3 1 3 0 4I x dx x x = + = + = + − = ∫    

3( [ ]
2 2

21
ln ln ln 2 1 1

e e

ee
J dt t e e

t
= = = − = − =∫  

4(( ) ( ) 4
4

0
0

1 1 1 1
cos 2 sin 2 sin sin0

2 2 2 2 2
K d

π
π πθ θ θ   = = = − =     
∫  

4,��'1: : ��)أ6�' ا�����5ت ا3 )2

1 0
2 1I x dx= −∫       

( )1 4 3
2 1

4 2I x x dx
−

= − +∫     
2

3 21

1
I dx

x
= ∫      

ln 2 2
4 0

tI e dt= ∫    
2ln 2

5 0

tI te dt−= ∫    
2

6 1

lne x
I dx

x
= ∫   

 
n 2

7 0 1

x
l

x

e
I dx

e
=

+∫     
n 3

8 n 2

x x
l

x xl

e e
I dx

e e

−

−

+=
−∫   

9 1

lne x
I dx

x
= ∫  

3

10 2 2

2 3

3 4

x
I dx

x x

+=
+ −∫    

1

11 0
2 1I x dx= +∫   

32
12 0

cos sinI x xdx
π

= ∫  

    
( )

2

13 51

3

3 4
I dx

x
=

−∫     ( )3
14 0

2 cos3I x dx
π

= −∫   

 24
15 0

cosI xdx
π

= ∫     
( )

1

16 20

1 1

2 11
I dx

xx

 
 = +
 ++ 
∫    

3

17 1

lne x
I dx

x
= ∫     ( ) ( )21 1

18 0
1 xI x e dx−= −∫

( )
2

19 1

1

1 ln
I dx

x x
=

+∫  ( )24
20 0

tanI x dx
π

= ∫      

9

21 1

8 4 2− += ∫
e x x

I dx
x

  

 ��دة ا�������ت             أ�6د,�	" ا�
0" ا��5*	"   

                               �	�9" و7�ة            
 

�	
 ا���ذ : ������ �
  9��آ�ة ر��/   

 



 

2                                                           ������ �	
                               ا���ذ: �
 

) ا9�7" :  )
222 22

1 00
0

2 1 2
2

x
I x dx x x x

 
 = − = − = −   

 
∫  

( ) ( )2 2
1 2 2 0 0 4 2 2I = − − − = − =  

( )
1 1

1 4 3 5 4 5 4
2 1

1 1

1 4 1
4 2 2 1 2

5 4 5
I x x dx x x x x x x

−
− −

   = − + = − + = − +      
∫

( ) ( )
1

5 45 4 5 4
2

1

1 1 1
1 2 1 1 2 1 1 2

5 5 5
I x x x

−

     = − + = − + − − − − −         
  

2

1 1 1 1 2 22
1 2 1 2 1 2 1 2 4

5 5 5 5 5 5
I

   = − + − − − − = − + + + + = + =   
   

2
2

3 21
1

1 1 1 1 1 1
1

2 1 2 2
I dx

xx
     = = − = − − − = − + =         

∫  

( )
ln2

ln2 ln22 2 2 2ln2 2 0
4 0 0

0

1 1 1 1
2

2 2 2 2
t t tI e dt t e dt e e e × ′= = = = −  

∫ ∫
2ln2 0 0

4

1 1 1 1 1 3
4 2

2 2 2 2 2 2
I e e e= − = − = − =  

( )2 2 2
ln 2

ln 2 ln 2 2
5 0 0

0

1 1

2 2
t t tI te dt t e dt e− − − ′= = − − = −  

∫ ∫

( ) ( )2 2
2 2

ln 2
ln 2 ln 20

5
0

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2
tI e e e e

− −− − = − = − + = − +  

ln 2
5 ln 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 4
I e

e
−= − + = − + = − × + =  

2
2 2

6 1 1 1

ln 1
ln ln ln

e e ex
I dx xdx x xdx

x x
′= = × = ×∫ ∫ ∫  

2 1 3 3
6

1

1 1 1 1
ln ln ln 1

2 1 3 3 3

e

I x e+ = = − = + 
  

( ) n 2n 2 n 2

7 0 0 0

1
ln 1

1 1

xx ll l x
x x

ee
I dx dx e

e e

′+
 = = = + + +∫ ∫  

n2 0
7

3
ln 1 ln 1 ln 3 ln 2 ln3 ln2 ln

2
lI e e

 = + − + = − = − =  
 

  

( ) n 3n 3 n 3

8 n 2 n 2 n 2
ln

x xx x ll l x x

x x x xl l l

e ee e
I dx dx e e

e e e e

−−
−

− −

′−+  = = = − − −∫ ∫
n3 n3 n 2 n2 n 2

8 n3 n 2

1 1
ln ln ln 3 lnl l l l l

l l
I e e e e e

e e
− −= − − − = − − −

8

8
1 1 8 3 163ln 3 ln 2 ln ln ln ln

33 2 3 2 9
2

I

 
      = − − − = − = =      

       
 

( ) ( ) ( )1 1 1

9 1 1
1

1 1
ln ln ln ln

1 1

e
e e

I xdx x x dx x
x

+ ′= = =  + 
∫ ∫

( ) ( )2 2

9 1

1 1 1
ln ln ln1

2 2

e
I xdx e

x
= = −∫  

9 1

1 1 1
ln 0

2 2

e
I xdx

x
= = − =∫  

( )2
33 3 2

10 2 22 2 2

3 42 3
2 2 3 4

3 4 2 3 4

x xx
I dx dx x x

x x x x

′+ −+  = = = + −
 + − + −

∫ ∫  

( )3
2

10
2

2 3 4 2 14 6I x x = + − = −
 

  

( ) ( ) ( )

1

1 11 1 1
2 2

11 0 0

0

1 1
2 1 2 1 2 1 2 2 1

12 1
2

I x dx x x dx x
+

 
 ′= + = + + = + 
 +
 

∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
13 3 3 3

2 2 2
11

0

2 4 4 4 4
2 2 1 3 1 3 1 3 3 1

3 3 3 3 3
I x

   = + = − = − = −     
  

( ) 23 3 3 12 2
12 0 0

0

1
cos sin sin sin sin

4
I x xdx x xdx x

π
π π

+ ′= = =   
∫ ∫  

4 4
12

1 1 1 1
sin sin 0 0

4 2 4 4 4
I

π= − = − =  

( )
( ) ( ) ( )2 2 25 5

13 51 1 1

3
3 3 4 3 4 3 4

3 4
I dx x dx x x dx

x

− −′= = − = − −
−∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

5 1 4 4 4

13
1 1

1 1 1 1
3 4 3 4 2 1

5 1 4 4 4
I x x

− + − − −   = − = − = − −   − + − − −   
  

13

1 1 1 1 16 15

4 16 4 64 64 64
I = × + =− + =

−
  

( ) 3
3

14 0
0

1 1
2 cos3 2 sin3 2 sin 0

3 3 3
I x dx x x

π
π π π   = − = − = − −     
∫

14

2

3
I

π=  

24
15 0

cosI xdx
π

= 2 أن : $��7      ∫ 1 os2
cos

2

c a
a

  (ا;0:�ط)=+

( )24 4 4
15 0 0 0

1 os2 1
cos 1 os2

2 2

c x
I xdx dx c x dx

π π π+= = = +∫ ∫ ∫

( ) 4
4

15 0
0

1 1 1 1 1
1 os2 sin2 sin

2 2 2 2 4 2 2
I c x dx x x

π
π π π   = + = + = +     
∫

15

2

8
I

π +=  

( )
( )
( )

( )1 1

16 2 20 0

1 2 11 1 1

2 1 2 2 11 1

x x
I dx dx

x xx x

 ′ ′  + +  = + = +
  + ++ +   

∫ ∫  

1

0

1 1 1 1 1 1 1
ln 2 1 ln 3 1 ln1 ln3

1 2 2 2 2 2 2
x

x
 = − + + =− + + − = + + 

3
3 3

17 1 1 1

ln 1
ln ln ln

e e ex
I dx xdx x xdx

x x
′= = × = ×∫ ∫ ∫  

3 1 4 4
6

1

1 1 1 1
ln ln ln 1

3 1 4 4 4

e

I x e+ = = − = + 
  

( ) ( )21 1
18 0

1 xI x e dx−= −∫  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2
1

1 1 21 1 1
18 0 0

0

1 1
1 1

2 2
x x xI x e dx x e dt e− − −′  = − = − =   

∫ ∫
  



 

3                                                           ������ �	
                              ا���ذ: �
 

 ( )0 11 1 1 1 1
1

2 2 2 2 2
e e e e= − = − = −  

( ) ( )
2 2

19 1 1

1
1

1 ln 1 ln
xI dx dx

x x x
= =

+ +∫ ∫    

( )
( )
( )

2 2 2

19 11 1

1 ln1
ln 1 ln

1 ln 1 ln

x
I dx dx x

x x x

′+
 = = = + + +∫ ∫  

( )19 ln 1 ln 2 ln 1 ln1 ln 1 ln 2 ln 1 ln 2I = + − + = + = +  

( ) ( )2 24 4
20 0 0

tan 1 tan 1I x dx x dx
π π

= = + −∫ ∫  

    ( )( )( ) [ ]2
4 4

20 00
1 tan 1 tanI x dx x x

π π
= + − = −∫  

20 tan 1
4 4 4

I
π π π= − = −  

9
8

21 1 1

9 9

1

8 4 2 2
8 4

8 8 46
4 2 4

9 9 9

− +  = = − + 
 

 = − + = − +  

∫ ∫

ln

e e

e

x x
I dx x dx

x x

x x x e e

  

2  ;�1	�ت ��0" : 2os(2 ) cos sinc a a a= 2os(2و− ) 1 2sinc a a= −  

2و    1 os2
cos

2

c a
a

2و   =+ 1 os2
sin

2

c a
a

sin(2و   =− ) 2sin cosa a a= ×  

II.ت و�	1�;:�=��  
����fا����ل 
 �5<���ق ���"�? ]دا� ];a b f"��@ ا��ا� ′


 ا����ل�� ����[ ];a b     

 :�(���( ) ( ) ( ) ( )b b

aa
f x dx F x F b F a′  = = − ∫            

�)�:  ���k ��د ����6 ��[ ] ( )b b

aa
kdx kx k b a= = −∫          

 ����f ا����ل 
�� ���� ]دا� ];a b  :�(���

( ) ( )a b

b a
f x dx f x dx= −∫ )و   ∫ ) 0

a

a
f x dx =∫  

  ا�&��% ";(� �	و �A*" @�ل .2
:"	1�; ����f وg  ل��� 
و  Iدا���� ��!(��� و ������� ��

a وb وc  �� !��(�I وk �����6 دا��  

) �A*" @�ل: ) ( ) ( )b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫  

:"	��)Bا�  ( )( ) ( ) ( )b b b

a a a
f g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫   

)و      )( ) ( )b b

a a
kf x dx k f x dx=∫ ∫  

�' ا������:���1ل�(�
3

0
1I x dx= −∫            

:�(���  [ ]0,3x ∈  

1 0x − =  �(��1x 1x$�رس ا<�رة   = −  

  
3 1 3

0 0 1
1 1 1I x dx x dx x dx= − = − + −∫ ∫  <�ل  ∫?5�      

 ( ) ( )1 3

0 1
1 1I x dx x dx= − + −∫ ∫                                                    

1 32 2

0 1

1 9 1 5
1 3 1

2 2 2 2 2 2

x x
I x x

         = − + − = − + − − − =         
        

   

D&$24: :���2ل

0
cosI xdx

π

= ∫        24

0
sinJ xdx

π

= ∫  

1.  '�Iأ6 J+    وI J−  
2.  �� �G ��? H�(�IاI  وJ 

  ا�
�اب :

1 (( )2 2 2 24 4 4

0 0 0
cos sin cos sinI J xdx xdx x x dx

π π π

+ = + = +∫ ∫ ∫  

[ ]4 4
00

1 0
4 4

I J dx x
π π π π+ = = = − =∫  

( )2 2 2 24 4 4

0 0 0
cos sin cos sinI J xdx xdx x x dx

π π π

− = − = −∫ ∫ ∫
  

[ ]4 4
00

1 1 1
cos2 sin2 sin 0

2 2 2 2
I J xdx x

π π π − = = = − = 
 

∫  

2( 4
1

2

I J

I J

π + =

 − =


 "��D ا�����و���� ط!ف �:!ف $�� :

1
2

4 2
I

π= +  

: �(�� 
2

8
I

π +=  : ��$ 
و"����,�+ (� ا����د� اKو�

2

8 4
J

π π+ + =  

: �(�� 
2 2 2 2

4 8 8 8
J

π π π π π+ − − −= − = =  

4,��'2:   :D&$
n16

0

3

4

xl

x

e
I dx

e

+=
 و ∫+

n16

0

1

4

l

x
J dx

e
=

+∫  

1.  '�Iأ6 J+    3وI J−  
2.  �� �G ��? H�(�IاI  وJ 

) 1ا�
�اب :
n16 n16 n16

0 0 0

3 1 3 1

4 4 4 4

x x
l l l

x x x x

e e
I J dx dx dx

e e e e

 + ++ = + = + + + + + 
∫ ∫ ∫

[ ]n16 n16

00

4
n16 0 4 n2

4

x
l l

x

e
I J dx x l l

e

 ++ = = = − = + 
∫  

n16 n16 n16

0 0 0

3 1 3 3
3 3

4 4 4 4

x xl l l

x x x x

e e
I J dx dx dx

e e e e

 + +− = − = − + + + + 
∫ ∫ ∫

( ) n16n16 n16

0 0 0

4
3 ln 4

4 4

xx ll l x
x x

ee
I J dx dx e

e e

′+
 − = = = + + +∫ ∫  

n16 03 ln 4 ln 4 ln 20 ln 5 ln20 ln5lI J e e− = + − + = − = −  

20
3 ln ln4 2ln2

5
I J− = = =  



 

4                                                           ������ �	
                              ا���ذ: �
 

 2( 
4 n 2

3 2 n 2

I J l

I J l

+ =
 − =

 ا�����و���� ط!ف �:!ف $�� : ":!ح

4 2 n 2J l=  

: �(�� 
n 2

2

l
J =  : ��$ 
و"����,�+ (� ا����د� اKو�

n 2
4 n 2

2

l
I l+ =: �(�� 

n 2 7 n 2
4 n 2

2 2

l l
I l= − =  

6�' ا������  ا :3'��,4
( )

3

21 2

2

4

x
I dx

x x

−
=

−
∫          

2ا�
�اب: 0x − =  �(��2x 2x$�رس ا<�رة   = −  

  

( ) ( ) ( )
3 2 3

2 2 21 0 22 2 2

2 2 2

4 4 4

x x x
I dx dx dx

x x x x x x

− − −
= = +

− − −
∫ ∫ ∫  

 <�ل?5�:     
( )

( ) ( )
2 3

2 20 22 2

2 2

4 4

x x
dx dx

x x x x

− − −= +
− −

∫ ∫     

( )
( )

( )
( )

2 2
2 3

2 20 22 2

4 41 1

2 24 4

x x x x
dx dx

x x x x

′ ′− − −
= +

− −
∫ ∫  

2 3

2 2
1 2

1 1 1 1

2 24 4
I

x x x x
   = −   − −   

  

1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 1

2 4 3 2 3 4 6 8 3 4 12
I

   = + − − + = − = − =   −   
  

6�' ا������  ا :4'��,4
2 2

0
2I x x dx= − −∫          

4,��'5:  D&$
1

1
ln

e
A t dt

t
 = + 
 
∫      

1

1
1 ln

e
B dt

t

  = +   
  

∫      '�Aأ6 B+  

ا�
�اب: 

( )
1 1

1 1 1
ln 1 ln ln 1 ln

e e
A B t dt t t dt

t t t

    + = + + + = + + −    
    

∫ ∫  

11

1
1 ln ln ln 1 1

e e
A B dt t t e e e

t
 

 + = + = + = + − − =   
 
∫  

4,��'6: :D&$22

0
cos cos 2I x xdx

π

= ×∫        

22

0
sin cos 2J x xdx

π

= ×∫  

1.  '�Iأ6 J+    وI J−  
2.  �� �G ��? H�(�IاI  وJ 

  ا�
�اب :

1 (2 22 2

0 0
cos cos2 sin cos2I J x xdx x xdx

π π

+ = × + ×∫ ∫  

( ) [ ]2 22 2 2
00 0

1
cos2 cos sin cos2 1 sin2

2
I J x x x dx x dx x

π π π
+ = + = × =∫ ∫

  

[ ] [ ]2 2
0 0

1 1
sin2 sin sin0 0

2 2
I J x

π π
π+ = = − =  

2 22 2

0 0
cos cos2 sin cos2I J x xdx x xdx

π π

− = × − ×∫ ∫  

( )2 22 2

0 0
cos2 cos sin cos2 cos2I J x x x dx x xdx

π π

− = − = ×∫ ∫  

22

0
cos 2I J xdx

π

− = ∫  

����I�"2ل ا�����ة :      1 os2
cos

2

c a
a

+=   2a x= : ��$   

2
2

0
0

1 os4 1 1 1 1
sin4 sin2

2 2 4 2 2 4 4

c x
I J dx x x

π
π π ππ+    − = = + = + =     
∫  

2( 
0

4

I J

I J
π

+ =

 − =

D��" 2 ا�����و���� ط!ف �:!ف $�� :
4

I
π=  

: �(�� 
8

I
π=  : ��$ 
0و"����,�+ (� ا����د� اKو�

8
J

π + =  

: �(�� 
8

J
π= −  

���M أ$# ���)1 :7'��,4t ��{ }1− −ℝ : 
2 1

1
1 1

t
t

t t
= − +

+ +
  

I :@�6أ6�' ا������)2
21

0 1

t
I dt

t
=

+∫ 

)1ا�
�اب :

( ) ( ) ( )22 21 1 1 11 1 1

1 1 1 1 1 1

t t tt t

t t t t t t

− + − +−= = + = +
+ + + + + +

  

2 1
1

1 1

t
t

t t
= − +

+ +
 �Gt ��{ }1− −ℝ  

2( 

( ) 12 2
1 1

0 0
¨0

1
1 ln 1

1 1 2

tt t
I dt t dt t t

t t

 ′+   = = − + = − + +  + +  
 

∫ ∫  

1 1
1 ln 2 ln2

2 2
I = − + = − +  

���M أ$# ���)1 :8'��,4x ��{ }1;1− −ℝ :  

( ) ( )2

4 5 9 1

2 1 2 11

x

x xx

− = −
+ −−

  

2( '�I :@�6ا������أ6
5

23

4 5

1

x
I dx

x

−=
−∫ 

  ا�
�اب :

1( ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
18 1 2 19 1 18 18 2 2

2 1 2 1 4 1 1 4 1 1

x x x x

x x x x x x

− − + − − −− = =
+ − + − + −

 

( )( ) ( )( ) 2

16 20 4 5 4 5

4 1 1 1 1 1

x x x

x x x x x

− − −= = =
+ − + − −

  

2( 
( ) ( )

5 5

23 3

4 5 9 1

2 1 2 11

x
I dx dx

x xx

 −= = −  + −−  
∫ ∫ 



 

5                                                           ������ �	
                              ا���ذ: �
 

 

( )
( )
( )

( )5 5 5 5

3 3 3 3

1 19 1 1 1 9 1

2 1 2 1 2 1 2 1

x x
dx dx dx dx

x x x x

′ ′+ −
= − = −

+ − + −∫ ∫ ∫ ∫ 

( ) ( )5 5

3 3

9 1 9 1
ln 1 ln 1 ln6 ln4 ln4 ln2

2 2 2 2
x x   = + − − = − − −     

9 9 1 1 9 19
ln6 ln4 ln4 ln2 ln6 ln2

2 2 2 2 2 2
I = − − + = − 

4,��'9:  I��!�:  
1.  ���� أن : bوa : �6د اK��اد ا������

3

2 21 1

x bx
ax

x x
= +

+ +
 

2. ��? H�(�Iا������: ا
3

1

20 1

x
I dx

x
=

+∫ 

4,��'10:  D&$ :42

0
cosI xdx

π

= ∫  

1. : ��" ( )4 1
cos cos4 4cos2 3

8
x x x= +  ا;0:�ط   +����) ( 

6��ب ا������: .2 H�(�Iا I 
  ا�
�اب :

) �)��O أن:)1 )4 1
cos cos4 4cos2 3

8
x x x= + + ���x��ℝ  

 :�(��� cos
2

ix ixe e
x

 و �)#:  =+−
4

4cos
2

iX iXe e
x

− += 
 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )4 3 2 2 1 3 41
4 6 4

16
ix ix ix ix ix ix ix ixe e e e e e e e− − − −= + ⋅ + ⋅ + ⋅ +      

( )4 3 2 2 3 41
4 6 4

16
ix i x ix ix ix ix ix ixe e e e e e e e− − − −= + + + +     

( )4 4 2 21
4 4 6

16
ix ix ix ixe e e e−= + + + +   

( ) ( )( )4 4 2 21
4 6

16
ix ix ix ixe e e e−= + + + + 

2cos$��7 أن :  ix ixx e e−= 2cosو + inx inxnx e e−= +  

)اذن :  ) ( )( )4 1
cos 2cos 4 4 2cos 2 6

16
x xθ = + +  

( )4 1
cos cos 4 4cos 2 3

8
x x x= + +  

2( ( )42 2

0 0

1
cos cos 4 4cos 2 3

8
I xdx x x dx

π π

= = + +∫ ∫  

2

0

1 1 1
sin 4 4 sin 2 3

8 4 2
x x x

π

 = + +  
  

1 1 1 3
sin 2 4 sin 3

8 4 2 2 16

π ππ π = + + = 
 

  

III.�	'�  : ا�&��% و ا�
1. :"	1�;  

����f وg ا����ل 
�� ��  bو aوIدا���� ������� ��!�(�
  ھPا ا����ل.

aإذا �Gن � b≤ وf
 ا��:��� OR,�[ ];a bن�)

( ) 0
b

a
f x dx ≥∫        

aإذا �Gن  � b≤ و[ ]( ) ( ) ( ); ; ;x a b f x g x∀ ∈ (�ن  ≥

( ) ( )b b

a a
f x dx g x dx≤∫ ∫        

"�� أن : :���1ل 
2

1

0

1 1

6 1 3

x
I dx

x
≤ = ≤

+∫  

�)�: ا�
�اب :��  [ ]0 1 0,1x x≤ ≤ ⇔ ∈  

1 1 2x≤ + اذن :  ≥
1 1

1
2 1x

≤ ≤
+

  

اذن: 
2 2

2

2 1

x x
x

x
≤ ≤

+
  

و"������ : 
1 1 12 2

2

0 0 02 1

x x
dx dx x dx

x
≤ ≤

+∫ ∫ ∫  

اذن : 
1 13 3

0 0
6 3

x x
I

   
≤ ≤   

   
و�)# :  

1 1

6 3
I≤ ≤  

�)� ا��ا�  :���2ل ��ln  
 ا��:��� OR,� و ����[ ]1;e  و

1 e≤   :إذن
1

ln 0
e

xdx ≥∫  

�)��O أن :  :���3ل 
21

0

1
1xe dt

e
−≤ ≤∫  

 ����t  �� ا!�(�[ ]0;1  �(���20 1t≤ و �)# :   ≥
21 0t− ≤ − ≤  

 xx"�� أن ا��ا� e֏  
�� ��:? ���� اℝ  ن�)
21 1xe e− −≤ ≤  

 و "�� أن ا��ا�
2xt e−


 ا����ل  ֏�� ����[ 0و  1;0[ (�ن:  ≻1
21 1 11

0 0 0
1te dt e dt dt− −≤ ≤∫ ∫ ∫  

إذن: 
21

0

1
1xe dt

e
−≤ ≤∫  

4,��'11:  $ �)��O! ا������� ا���د )nu    ������G : ا���!(

1

0

1

1n n
u dx

x
=

+∫  n∀ ∈ℕ  

))"�� أن 1 )nu   ���"�� أن : )2� ا
1

1
2 nu≤ ≤   n∀ ∈ℕ  

  )1 ا�
�اب :
1 1

1 10 0

1 1

1 1n n n n
u u dx dx

x x+ +− = −
+ +∫ ∫  

( ) ( )
( )

( )( )
11 1

1 10 0

11 1

1 1 1 1

nn n

n n n n

x xx x
dx dx

x x x x

+

+ +

  −+ − −
 = =
 + + + + 
∫ ∫  

0$��7 أن :  1x≤ 0 اذن : ≥ 1 x≤ −  : �(�و��

( )( )1
0

1 1

n

n n

x

x x +
≥

+ +
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اذن  : 

( )
( )( )1

1
0

1 1

n

n n

x x

x x +

−
≥

+ +
و�)# :  

( )
( )( )

1

10

1
0

1 1

n

n n

x x
dx

x x +

−
≥

+ +∫  

1و"������   0n nu u+ − ) أي : ≤ )nu   ���� ا  

  
2(:�(���  [ ]0 1 0,1x x≤ ≤ ⇔ ∈0 1nx≤ ≤ ⇔

1 1 2nx≤ + ≤ ⇔  

اذن : 
1 1

1
2 1nx

≤ ≤
+

  

و"������ : 
1 1 1

0 0 0

1 1
1

2 1n
dx dx dx

x
≤ ≤

+∫ ∫ ∫  

]اذن ] [ ]
1

1 1

0 0
0

1 1

2 1n
x dx x

x
≤ ≤

: و�)# :  ∫+
1

1
2 nu≤ ≤  

2. ")��  ا��	�" ا��
  ;�1	" و ')�,+:

 ����f  ل��� 
�� ���� �� �� ا����ل  bو aوIدا�!�(�

I @��"a b≺.  
 !�(� �?Kا 
�� �R,�c  ا����ل ��[ ];a b  :@��"

( ) ( )1 b

a
f c f x dx

b a
=

− ∫-  

)ا���د ا������  )1 b

a
f x dx

b a− ∫   ���ا�:I,ا��� 
 ا�������f


 ا����ل ��[ ];a b  

4,��'12 �
  O��$f! ا��ا� ا���د�� ���:  ℝا���!( ��"

( )
( )2

1

x

x

e
f x

e
=

+
  

  ���ا�:I,ا��� 
 ا����ل �6fد ا������[ ]0; ln 2  

 ���ا�  ا�
�اب ::I,ا��� 
 ا����ل fا������[ ]0; ln   ھ� : 2

( )
( )

( )
( )

ln 2 ln 2

2 20 0

11 1

ln 2 0 ln 2 01 1

xx

x x

ee
f c dx dx

e e

′+
= =

− −+ +
∫ ∫  

ln 2

0

1 1 1 1 2
1

ln 2 ln 2 3 3ln 21xe
   = − = − + =  +   

  

IV.%��&  K(9 '��	�ت J/�ب ا�
  ا�)��ل ا��وال ا�1!	" .1

� ا;����د���Kا��وال ا 
�� �I�Iأ �����     ھPه ا���)�
  أ��!":

ln2
ln2 4 4 4ln2 ln16

0
0

1 1 1 1 1 15

4 4 4 4 4 4
t tI e dt e e e

 = = = − = − =  
∫     

   
5

5 6

1 1
1

ln 1 1
ln ln ln

6 6

e
e ex

J dx x xdx x
x

 ′= = = =  
∫ ∫  

  :ءا��&��!" L7��9ا .2

:"	1�;  ����u  وv  ل��� 
]دا���� ?�"���� �5<���ق �� ];a b 

]������ن ��
 ا����ل  ′vو  ′u"��@ ا��ا���ن  ];a b  

 : �(���

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )b bb

aa a
u x v x dx u x v x u x v x dx′ ′ = − ∫ ∫  

 ا������ "�RK اء*�� 
���   ھPه ا���*

�'  :���1ل�(�
0

sinI x xdx
π

= ∫  

 D&$( ) sinu x x′ )و  = )v x x= #(� و ,( ) cosu x x= و  −

( ) 1v x′ =  

 �(���u   وv  ا����ل 
]?�"���ن �5<���ق �� ]0;π  وu′  وv′ 

]������ن ��
 ا����ل  ]0;π  

و�)#:  

[ ] [ ] [ ]0 0 00
cos cos cos sinI x x xdx x x x

ππ π π π= − − − = − − − =∫  

�'  :���2ل�(�
ln 2

0

xJ xe dx= ∫  

 D&$( ) xu x e′ )و  = )v x x= #(� و ,( ) xu x e=  و

( ) 1v x′ =  

 �(���u   وv  ا����ل 
]?�"���ن �5<���ق �� ]0; ln  ′vو  ′uو  2

]������ن ��
 ا����ل  ]0; ln 2  

و�)#:  
ln 2ln 2 ln 2ln 2

0 00
1 ln 2x x xJ xe e dx e e   = − = −   ∫  

( ) ( )ln 22 ln 2 1 2 ln 2 2 1 2 ln 2 1J e= − − = − − = −  

�'  :���3ل�(�
1

ln
e

K xdx= ∫  

1 1
ln 1 ln

e e
K xdx xdx= = ×∫ ∫  

 D&$( ) 1u x′ )و  = ) lnv x x= #(� و ,( )u x x=  و

( ) 1v x x
′ =  

 �(���u   وv  ا����ل 
]?�"���ن �5<���ق �� ]1;e  وu′  وv′ 

]������ن ��
 ا����ل  ]1;e  

]و�)#:   ]1 1 1

1 1
ln ln

e ee
K x x x dx e e x dx

x x
= − × = − ×∫ ∫  

[ ]11
1 1 1

e e
K e dx e x e e= − = − = − + =∫  

 : "�����Iل ا������ "�RK اء :13'��,4��  أ6�' ا�����5ت ا3
1 2
0

= ∫
xI xe dx و  

3

1 3 2
= ∫

lne x
J dx

x
  

                         �&��!" L7��9اء :    ا�9�7":
11 12 2 2

0 00

1 1

2 2
 = = − ∫ ∫

x x xI xe dx xe e dx  

( )1 12 2 2

0 0

1 1 1
1

2 4 4
   = − = +   

x xI xe e e  
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3 3

3 3

3 3

2

3
1 13 2

1 1 1 2

3 3 3 3
1 1

1 1

1
3 3 3 3

−

−

= =

   
   = − = −
   
   

∫ ∫

∫ ∫

ln
ln

ln ln

e e

e e

e e

x
I dx x xdx

x

x x x dx x x x dx
x

     

   

3 3
1 1

3 3

1 1

3 9 9
   
   = − =
   
   

ln

e e

x x x  

4,��'14:   : "�RK اء"�����Iل ا��������  أ6�' ا�����5ت ا3

0
sinI x xdx

π
= ∫    ( )1

0
1 xJ x e dx−= −∫   

 ( )1

0
ln 1K x dx= +∫   ( )

1
1 ln

e
M x x dx= −∫  

4
20 cos

x
N dx

x

π

= ∫    

  22
0

π

= ∫ cosQ x xdx      
1

= ∫ ln
e

R x xdx       

V.  ب�/J:ت�J�/ا�� 
)ا����,ى �)�,ب إ�
 ����5�7V(�� ������ 7ط: ); ;o i j

� �
 D�

1i cm=
�

  �
 ا����ل :  ا���!(O��$f! ا��ا� ا���د��[ ]1;3 

: ������G ( ) 2 1f x x= +  

 f ھ� )1�:? 
�� ���� ]دا�   ؟  3;1[

2(7Iأر( )fC  
 ا��ا�(�(�f  ا����ل 
��[ ]1;3  

3 6��� '�)�6  ا����,ى)أ6 )f∆ ��" ا����,ر( )fC 
(�(�


  fا��ا��� ��Zد����� ��P�ا� �������و ��,ر اK(���� و ا��
1xا��,ا��  3xو= =  

))أ6�' ا������ ا����� : 4 )3

1
I f x dx= ∫  

  )��ذا �65[؟5
  أ9�7" :

1(f
  دا��� ���^�Z اذن ���� �,��� 
�� ���� ��6ود

]ا����ل  ]1;3  

2(  

  
3( ����6��ب  ا�_�� ا����� ���# ھ, ��Oرة �� <O# �)�!ف :

��:�� و�`�@ و�)# $�� : � 
#�6 "�����# ا����  

( ) 2 2 24 2 4 2
2 3 2 3 10

2 2fA c m c m c m
× ×∆ = × + = × + =  

4( ( ) ( )3 3 32

11 1
2 1I f x dx x dx x x = = + = + ∫ ∫  

( ) ( )2 23 3 1 1 12 2 10I = + − + = − =  

)) $65[ أن : 5 ) ( )3

1
.fA f x dx ua∆ = ∫  

 
��� ا����,ى �)�,ب إ� �� �G �)������ 7���( ); ;o i j
� �

   

 �!��" �Z�  �!$ �6ت و ا�����u.و�6ة ?��س ا�� a  6��ھ� �
 ��:��     OIKJا��

��)�  أن:  .u a i j=
� �

  

 "	1�;1: ����f   �:? 
�� ���� ]دا� ];a b   

����A��" ى ا����,ر,��6 �6  ا�����( )fC 
(�(�  

 
 fا��ا��� ��Zد����� ��Pا� �������و ��,ر اK(���� و ا��
xا��,ا��  a=وx b=    

• a$�G إذاf 
 ا��:��� OR,�[ ];a b : ن�)( )b

a
A f x dx= ∫ 

  )  1",�6ة ?��س ا�����6ت ( ا�_�� 

•  a$�G إذاf  
 ا��:��� O��I[ ];a b  :ن�)( )b

a
A f x dx= −∫ 

 )    2",�6ة ?��س ا�����6ت ( ا�_�� 

       
             %&@1                                  %&@2  

                                                                                                                       
 "	1�;2: ����f �:? 
�� ���� ]دا� ];a b      

6 �6  ا����,ى ا����,ر "�����( )fC
 ا��ا�(�(�f   


 ا��,ا�� �� ��Zد����� ��P�ا� �������و ��,ر اK(���� و ا��

x a=وx b= 'R,ھ� ا���د ا������ ا��( )b

a
A f x dx= ∫  

  ",�6ة ?��س ا�����6ت.

)ا����,ى ا��)�,ب ا�
 ���7V(�� ������ 7 :���1ل ); ;o i j
� �

 D�

2i cm=
�

        

����:O��$f! ا��ا� ا���د ��" )ا���!( ) 2f x x=  

1 7Iأر(( )fC2('�6 �6  ا����,ى ا����,ر "��  Aأ6���


 ا��ا�(�(�f  
�� ��Zد����� ��Pا� �������و ��,ر اK(���� و ا��
1xا��,ا��: 2xو = =  

   )1ا�
�اب : 
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6��ب ا������ ا����� :2  �^�� �"�� ا����bا� '�6( 

( )2

1
A f x dx= ∫  

( )2 2 22 2

1 1 1
A f x dx x dx x dx= = = =∫ ∫ ∫  

2
3 3 3 2

1

1 1 1 7 28
2 1 2 2

3 3 3 3 3
A x cm cm c m

 = = × − × = × × =  

)ا����,ى ا��)�,ب ا�
 ���7 ������ :���2ل ); ;o i j
� �

 D�2i cm=
�

   

3j و  cm=
�

   ����:O��$f! ا��ا� ا���د ��" ا���!(

( ) 2 2f x x x= −   '�6 �6  ا����,ى ا����,ر "��  Aأ6���


 ا��ا�(�(�f ا��,ا��:و 
�� ��Zد����� ��Pا� �������1xا�� و =
3x =  

   )1ا�
�اب : 

  
6��ب ا������ ا����� :2 �^�� �"�� ا����bا� '�6( 

( )3

1
A f x dx= ∫  

( )3 3 2

1 1
2A f x dx x xdx= = − =∫ ∫  

 ا<�رة I2درا 2x x−  : ا����ل 
��[ ]1;3  
2 2 0x x− = �(��( )2 0x x − =  �(��0x 2xأو   = =  

  
3 2 32 2 2

1 1 2
2 2 2A x x dx x x dx x x dx= − = − + −∫ ∫ ∫  

( ) ( )2 32 2

1 2
2 2A x x dx x x dx= − − + −∫ ∫  

2 3 2 3
3 2 3 2 3 2 3 2

1 2 1 2

1 1 1 1

3 3 3 3
A x x x x x x x x

       =− − + − = − + + −              
  

3 2 3 2 3 2 3 21 1 1 1
2 2 1 1 3 3 2 2

3 3 3 3
= − × + + × − + × − − × +  

32 1 27 16 1 27
2 8 1 9 2

3 3 3 3 3 3
= − × + + − + − = − + + −  

22 2 3 12A cm cm c m= × × =  

4,��'15: ������ 7��� 
) ��)7V ا����,ى ا��)�,ب ا� ); ;o i j
� �

 D�

2i cm=
�

و   ����:O��$f! ا��ا� ا���د ��" )ا���!( ) 1 xf x e= −  

'�6 �6  ا����,ى ا����,ر "�� �)�)
 ا��ا� Aأ6���f و

 ا��,ا��:�� ��Zد����� ��Pا� �������lnا�� 2x lnو = 4x =  

   ا�
�اب:

6��ب ا������  �^��) ا����� : )ln 4

ln 2
I f x dx= ∫  

( )ln 4 ln 4

ln 2 ln 2
1 xI f x dx e dx= = −∫ ∫  

ln $��7 أن : 2 ln 4x≤ ≤ �(��ln 2 ln 4xe e e≤ ≤  �(��

2 4xe≤ ≤  
1xe :  اذن 1أي :  < 0xe− <  

 : Pو��

( ) ( )ln 4 ln 4 ln 4

ln 2 ln 2 ln 2
1 1 1x x xI e dx e dx e dx= − = − − = −∫ ∫ ∫  

( ) ( )ln4 ln4 ln2

ln2
ln4 ln2xI e x e e = − = − − −   

( ) ( )4 2ln2 2 ln2 4 2ln2 2 ln2 2 ln2I = − − − = − − + = −  

)و�)# :  ) ( ) 22 ln 2 2 2 4 2 ln 2A cm cm c m= − × × = −  
��!��16 @�O��: ,�� ��)7V ا��)�,ب ا�
 ���7 ������ ىا��

( ); ;o i j
� �

 D�2i cm=
�

     

����:O��$f! ا��ا� ا���د ��" )ا���!( ) 3xf x e= −  

'�6 �6  ا����,ى ا����,ر "�� �)�)
 ا��ا� Aأ6���f و

 ا��,ا��:�� ��Zد����� ��Pا� �������ln3xا�� lnو = 6x =  

��!��17 @�O��: ,�� ��)7V ا��)�,ب ا�
 ���7 ������ ىا��

( ); ;o i j
� �

 D�2i cm=
�

     

����:O��$f! ا��ا� ا���د ��" )ا���!( ) ln 1f x x= −  

'�6 �6  ا����,ى ا����,ر "�� �)�)
 ا��ا� Aأ6���f و

 ا��,ا��:�� ��Zد����� ��Pا� �������1xا�� xو = e=  

 "	1�;3:����fوgل��� 
]دا���� ������� �� ];a bو ,( )fCو

( )gC7�ا��,ا�� (� ا��� 
�� ��Z� ���`ا��)�)��� ا���( ); ;o i j
� �

      

6 �6  ا����,ى ا����,ر "�����( )fCو( )gC �������و ا��


 ا��,ا���� ��Zد����� ��P�ا�x a=وx b=:ھ� ا���د 

( ) ( )b

a
f x g x dx−∫  �6ت��  ",�6ة ?��س ا��

  
4,��'18: 7V(�� ������ 7��� 
)ا����,ى �)�,ب إ� ); ;o i j

� �
 @��"

2i cm=
�

   

 ����  ا���!(��� "�� ���:gو O��$f! ا��ا���� ا���د

  ( ) 2

1

x
x

x

e
f x e

e
−= +

+
)و     ) xg x e−=  

6 �6  ا����,ى ا����,ر "�� �)�)�� ا��ا���� 2cmأ6�' ب ���
f وg:ا��,ا�� 
�� ��Zد����� ��P�ا� �������0xو ا�� =  

lnو  2x   (إ$_�ء ا��)�)��� �e! �:�,ب)=
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6��ب ا������ ا����� : ا�
�اب:  �^�� ( ) ( )
1

e
I f x g x dx= −∫  

ln 2 ln 2 ln 2

0 0 0

2 2 2

1 1 1

x x x
x x

x x x

e e e
I e e dx dx dx

e e e
− −= + − = =

+ + +∫ ∫ ∫

 : Kن 
2

0
1

x

x

e

e
>

+
  

 : Pو��
( ) ln2ln2 ln2

0 0 0

12
2 2ln 1

1 1

xx
x

x x

ee
I dx dx e

e e

′+
 = = = + + +∫ ∫  

ln2 0 3
2ln 1 2ln 1 2ln3 2ln2 2ln

2
I e e= + − + = − =  

23و�)# :  3
2ln 2 2 8ln

2 2
A cm cm c m= × × =  

: "�JA�  

    

   ( )∆ = + − +∫ ∫ ∫
' '

' '
( ) ( ) ( )

a b b

a a b
A f x dx f x dx f x dx  

VI. :م�
 J/�ب ا��
)دار اذا  )fC   ����� ��,� #$�) ���G دورة ����)Kر ا,�� 
��

�7 ا��وران �� 
���  
  

  
)�^&�ء �)�,ب إ�
 ���7 ������ا ); ; ;o i j k

� � �
و�6ة ?��س ا���,م  

u.ھ�: v i j k=
� � �

  

( ) ( )( )2π=S x f x   �0��(@ دا=�ة "J�/� )( )f x                   (  

)�^&�ء �)�,ب إ�
 ���7 ������ا ;�1	": ); ; ;o i j k
� � �

 fو ����


 ا����ل��[ ];a b      

 7�67���  6,ل fا��وران ا��,�� �)� دوران ا��)�)
 ا���`� ���ا�

)ا���,ر  )Ox : ,ھ ( )( )2b

a
V f x dxπ= ",�6ة ?��س    ∫

  ا���,م.

)ا�^&�ء �)�,ب إ�
 ���7V(�� ������ 7 ���ل: ); ; ;o i j k
� � �

  : @��"

2i cm=
�

 ����f 
��  ا���!(����: ℝا��ا� ا���د ��"

( )f x x= ����( )C7�ھ� (� ا����(�(�( ); ;o i j
� �

  

 '�)7�6 ا����7 ا��,�� "�وران Vأ6 )C 6,ل ��,ر ����)Kا


 ا����ل��[ ]0;4  

   ا�
�اب:

  

( )( ) ( )24 4 42

0 0 0
I f x dx x dx xdxπ π π= = =∫ ∫ ∫  

42

0

8
2

x
I π π 

= = 
 

  

: P3 و�� 38 8 64V c m c mπ π= × =  

4,��'197V(�� ������ 7��� 
)ا�^&�ء �)�,ب إ� ); ; ;o i j k
� � �

  @��"

 :2

3
i cm=
�

  

 ����f 
��  ا���!(����: ℝا��ا� ا���د ��"  

( ) ( )1xf x x e= −  

 ����( )C7�ھ� (� ا����(�(�( ); ;o i j
� �

  

 '�)7�6 ا����7 ا��,�� "�وران Vأ6 )C ����)K6,ل ��,ر ا


 ا����ل��[ ]0;1  

 ا�
�اب:

( )( ) ( )( ) ( )
21 1 12

0 0 0
1 1x xI f x dx x e dx x e dxπ π π= = − = −∫ ∫ ∫

�' أو; : �$( )1

0
1xx e dx−∫  

�(�� �����   ا������ "�RK اء $
 D&$( ) 1xu x e′ = )و  − )v x x= #(� و ,( ) xu x e x= و  −

( ) 1v x′ =  

)و�)#:  ) ( ) ( )11 1

0 00
1 1x x xx e dx x e x e x dx − = − − − ∫ ∫  

( )
121

0
0

1 1
2

x x x
x e dx e e

 
− = − − − 

 
∫  

( )1

0

1 1
1 1 1

2 2
xx e dx e e− = − − + + =∫  

و�)# : 
1

2
I π=  : ������"3و 31 8 4

2 27 27
V c m c m

ππ= × =  

 4,��'20:I��!�  7��� 
������ ��)7Vا�^&�ء �)�,ب إ�

( ); ; ;o i j k
� � �

  : @��"2i cm=
�

  

 ����f 
��  ا���!(����: ℝا��ا� ا���د ��"( ) lnf x x=  

 ����( )C7�ھ� (� ا����(�(�( ); ;o i j
� �

  

 '�)7�6 ا����7 ا��,�� "�وران Vأ6 )C ����)K6,ل ��,ر ا


 ا����ل��[ ]1;e  

 4,��'21:I��!� 7V(�� ������ 7��� 
)ا�^&�ء �)�,ب إ� ); ; ;o i j k
� � �

 

 : @��"2i cm=
�

  

 ����f 
��  ا���!(����: ℝا��ا� ا���د ��"  

( ) 1f x x lnx= −  
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                              ا���ذ: �
 

  ����( )C7�ھ� (� ا����(�(�( ); ;o i j
� �

  

 '�)7�6 ا����7 ا��,�� "�وران Vأ6 )Cا����ل 
�� ����)K6,ل ��,ر ا[ ]1;e  

4,��'22 : 7V(�� ������ 7��� 
)ا����,ى �)�,ب إ� ); ;o i j
� �

 D�1i cm=
�

 :��� ��"  ا���!(�)$��O! ا��ا� ا���د ) ln
1

x
f x x

x
= − +  

'�6 �6  ا����,ى ا����,ر "�� ا��ا� Aأ6���f ا��,ا�� 
�� �Z�1yو ا��������ت ا��� ���د; x= 1xو− xو = e=  

6��ب ا������ ا����� : ا�
�اب: �^�� ( )
1

e
I f x y dx= −∫  

( )
1 1 1

lnln ln
1 1

e e e xx x
I x x dx dx dx

x x x
= − + − − = =∫ ∫ ∫  

1 $��7 أن : x e≤ ≤ �(��( )ln 1 ln lnx e≤ ≤  �(��0 ln 1x≤ ≤  

 : Pو��( ) ( )1

1 1 1

ln 1
ln ln ln

e e ex
I dx xdx x x dx

x x
′= = =∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )2 2 2

1

1 1 1 1
ln ln ln1

2 2 2 2

e

I x e
 = = − =  

  

21و�)# :  1
1 1

2 2
A cm cm c m= × =  


