La dérivation A.KARMIM

LA DERIVATION

) RAPPELLES
1) Activités :

Activité 1 :

1- Montrer en utilisant la définition que la fonction f(x) = 2x2 + x — 3 est dérivable en a = 2.
2- Montrer en utilisant la définition que la fonction g(x) = Vx? + 1 + x est dérivableena =1
3- Montrer en utilisant la définition que la fonction h(x) = ¥2x2 + 3 est dérivableena = —1.

4- La fonction u(x) = Vx? — 9 est-elle dérivable en a = 3.

Activité 2 :
f(x)=2x*+x six<1

Etudier la dérivabilité de la fonction 4x+2 . ena=1
flx) = 1 six>1

Activité 3 :
1- Etudier la dérivabilité de la fonction g(x) = |2x2 —8|+x+ 1lena = —2.
2- Déterminer I'équation de la tangente en A(0, g(0))
3- Déterminer les équations des demi-tangentes au point B(—2, g(—2))

4- Présenter les 3 tangentes.

2) Rappelles.

Définition :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert de centre a.

On dit que f est dérivable en a si la limite lim w
xX—-a -

le nombre dérivé de la fonction f en a et se note f’'(a).

existe et est finie. Dans ce cas on appellera cette limite

Remarque :
Si f est dérivable en a et f'(a) = lim W On pose : h = x — a si x end vers a alors h tend vers 0 et on obtient
xX—a -
' _ i, flath)=f(a)
f@ = i T

Application :
Calculer le nombre dérivé de f(x) = x3 + x en a = 1 en utilisant la deuxiéme formulation de la dérivation
Définition :

e Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a,a + r[our > 0

On dit que f est dérivable a droite de a si la limite lim w

xX—-a -
cette limite ; le nombre dérivé de la fonction f a droite de a et on la note : f;(a).
e Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme Ja —r,a]Jour > 0

f&)-f(@)
—-a

existe et est finie, dans ce cas on appelle

On dit que f est dérivable a gauche de a si la limite lim
x—-a~

cette limite ; le nombre dérivé de la fonction f a gauche de a et on la note : f;(a).

existe et est finie, dans ce cas on appelle
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Théoréme :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert de centre a.
f est dérivable en a si et seleument si elle dérivable a droite et a gauche de a et f;(a) = f;(a)

Soit f une fonction dérivable en a et f'(a) son nombre dérivé en a.

xX)—jla

Posons : p(x) = {f( ;—Z( = flla), x#a

0, x=a
Ona:(x—a)px)=—f"(a)(x —a) + f(x) — f(a) et par suite :
f&) =f'(@x—a)+fla)+ (x—a)px)
Posons:u(x) = f'(a)(x —a) + f(a) onaura: f(x) = u(x) + (x —a)p(x)
La fonction u est une fonction affine et s’appelle la fonction affine tangente en a.
Propriété :
Soit f une fonction dérivable en a. f admet une fonction affine tangente en a de la forme :

u(x) = f'(a)(x —a) + f(a)

Remarques:
e Lafonction affine tangente en a d’une fonction dérivable en a est une approximation de f au voisinage de
a
On peut écrire alors: f(x)~f'(a)(x —a) + f(a)
e Sionposex =a+h;onaura: f(a+ h)~f'(a)h + f(a) quidit que si on ne connait pas f (a + h) etsi
h est petit, on peut" essayer de mettre " f'(a)h + f(a) alaplacede f(a + h).
Exemple :
Si on veut une approximation de sin3, on peut prendre :
o f(x)=sinx
o a =1 (carm est I'élément le plus proche de 3 dont le sinus est conu)
o h =3 —m(pouravoir:3 =m+ h)
Onaalors f(a) = sint = 0 et f'(a) = cosm = —1 ( a prouver) ce qui donne :
sin3=sin(m+h)~—1x@B—-n)=m—3.

Propriété :
Soit f une fonction dérivable en a. f admet une fonction affine tangente en a de la forme :

u(x) = f'(@x—-a) + f(a)

Exercice :

Soit (x) = x*, A(a, f (a)) un point de C; ; T est la tangente a Cr en A. La droite T coupe respectivement (Ox) et (Oy)
enMetN.

Montrer que M est le milieu de [AN].

Théoréme :

e Sif est une fonction dérivable a droite de a, alors son graphe admet une demi-tangente a droite de a
raauation - y=fa(@x—a)+f(a)
(T,) d’équation : (Td){ t>a
e Sif est une fonction dérivable a gauche de a, alors son graphe admet une demi-tangente a gauche de

a (T,) d’équation : (Ty) {3’ = fg'(a))gx<_aa) + f(a@)
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Exemple :
f(x)=|—2x%2+x+1|;0na:f estdérivable a droite de 1 et f;(1) = 3
(a prouver) et est dérivable a gauche de 1 et f;(1) = —3

donc la courbe représentative de f admet deux demi-tangentes en A(1, f(1)).

(Ta) {y =x3(>x1— 1) et (Tg){ <1 qu’on peut représenter par :

Définition :

y=-3(x-1) y

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. La fonction qui associe a
tout élément x son nombre dérivé f'(x) s’appelle la fonction dérivée de la fonction f sur I.

Tableau des dérivées des fonctions usuelles

La fonction f | Sa fonction Intervalles de dérivation
dérivée f’
C 0 R
X 1 R
x? 2x R
x" nx™1 R
x 1 R**
2+/x
1 -1 R**et R*~
x x?
cos —sin R
sin cos R
tanx 1+ tan®x 1=+ kn,— +kn[, k € Z

Tableau des opérations sur les fonctions dérivées

La fonction Sa fonction dérivée
f+g ff+4g
f-g flg+g'.f
1 -g
g —
f fl9—g'.f
g g°
NG S
2Jf
f(ax + b) af'(ax + b)

3) Dérivation et continuité :
Théoréme :

Si f est une fonction dérivable en a alors elle est continue en a

Preuve :

Ona:f(x) = f(@x—-a)+f(a) + (x —a)e(x)
o g(x) = {f(—’i?ii(“) '@ x#a

0, x=a

Donc lim f(x) = lim f'(a)(x — @) + f(a) + (x — a)e(x)

=f(a) car lim ¢(x) = 0



La dérivation A.KARMIM
Donc f est continue en a.

Remarque :

La réciproque n’est pas vraie ; f(x) = |x| est continue en 0 mais pas dérivable en 0 ( vérifier le)
Exercice :
Soit la fonction f définie par :

fx)=2x*+ax+b six<1

Flx) = 2x+a

six>1
x+2

1- Trouver une relation entre a et b afin que la fonction soit continue en 1.

2- Déterminer a et b pour que f soit dérivable en 1.

/1) DERIVATION DE LA COMPOSITION DE DEUX FONCTIONS

Théoréme :

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et g une fonction définie sur un intervalle J telles que f(I) c J
et aunélémentdel.

e Sif estdérivable en a et g dérivable en b = f(a) alors (gof) est dérivable en a et

(gof)' (@) = g'(f(@) x f'(a)

e Sif estdérivable sur I et g dérivable sur J alors (gof) est dérivable sur I et pour touta danslona:

(gof)' (@) = g'(f(@) X f'(@)

Preuve :

Puisque f est dérivable en a alors : }lirrtl)f(a%)_f@ = f'(a)

Et Puisque g est dérivable en b = f(a) alors : ,‘}L%M = g'(b)

Ona:
lim (gof)(a+h)-(gof)(@) _ lim g(f(a+h))-g(f(a))
h—-0 h h—0 h

Onposek = f(a+ h) — f(a)

Ona: ;lir% k= ;lirr(l)f(a + h) — f(a) = 0 car f est continue en a (car elle est dérivable en a)

et f(a+ h) =k + f(a) par suite :

lim [9(f (@)+k)-g(f(2))
h-olL h

— lim [ @+0-g0@) 4
- h-0L k h

lim

[g(f(a+h))—g(f(a))] _
h—0 h

— ;lln'(l) _g(f(a)+klz_g(f(a)) X f(a+h;_f(a) car: k = f(a + h) _ f(a)

— lim [9(f(@)+k)—g(f(a)) % lim [f(a+h)—f(a)]
k-0 L k h—0 h

=9'(f(a) xf'(a)
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Exercice :
Déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :
1. f(x) =sin(2x2+1)
1
2. g(x)=cos (x2+1)
3. h(x) = tan(cosx) f
> ] > —7'*-.‘»
III) DERIVATION DE LA FONCTION RECIPROQUE : PSS
1) Propriété et exemple. o0 =
Soit f une fonction continue strictement monotone sur I et soit f 1 sa fonction o
réciproque de /] = f(I) versI. rieg=yf_ ro)
On suppose que f est dérivable sur I et que (Vy € I)(f'(y) # 0) s
Montrons que f ~1 est dérivable sur J. I i o
/—:
lim [e= T Gx0) _ s Y=Yo
xX-Xg X=X x-xo FV)—f (o)
— l 1 1
= xhngo TOrFooy (car (vy € D(f' () # 0))
y=Yo
= yll_)n; m (car quand x tend vers xoona y = f~1(x) tend vers f~1(x,))
0T e
Y=Yo
1
f1¥o)

1
T (x0))

Théoreme :

Soient f une fonction continue strictement monotone sur I, et ] = f(I) et a un élément de |

e Sif estdérivable enyg et f'(y,) # 0 alors f ! est dérivable en x, = f(y,) et

—1\7/ _ 1
(70 (o) = pmcy
e Sif estdérivable I et f' ne s’annule pas sur I alors f ! est dérivable sur J et

Vx € N0 = Sy

Exemple :
f(x) = cosx est une bijection de [0, ] vers [—1,1] (Prouver-le)
Etonaf (g) =0etf’ (g) = cos’ (g) = —sin (g) = —1 # 0 donc f ! est dérivable en 0 et

1 1 1

friem1o) - cos’(;—r) B —sin(g) -

(f=H'0 =

Remarque :

La premiére assertion du théoréme précédent nous permet de trouver (f~1)'(x,) sans savoir I'expression de f 1 ; il

suffit de connaitre £~ (x,).

Exercice :

L R-oOR
SOItf:xHx3+x2

1- Dresser le tableau de variation de f
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2- Montrer que f est une bijection de R* vers R* et calculer f(1).

3- Déterminer (f ~1)'(2).

Exercice corrigé :

Soit la fonction g(x) = cos(2x)

1- Dresser le tableau de variation de g dans [0, ]

2- Monter que g est une bijection de ]0%[ vers| —1,1] .

3- Vérifier que (Vy € ]O,ED (g'(y) # 0) et déterminer (g~1)’(x) pour x dans ] — 1,1].
Correction :
1- g est dérivable sur Ret (Vx € R)(g'(x) = —2sin(2x))

e Six €0, E] alors 2x € [0, 7] et par suite g'(x) = —2sin(2x) < 0
e Six€ [ , 7] alors 2x € [m, 21] et par suite g'(x) = —2sin(2x) = 0

X
g |0 -

oo | \ /'

2- La fonction g est continue (composition de deux fonctions continues) strictement décroissante de ]0,%[ vers

omIa

_|_

~lo|a

=] - 11

(]0 D ] hm _g(x), 11151+g(x)

Donc g est une bijection de ]0,§[vers] — 1,1[ ; soit g~ sa fonction réciproque.
3- On a:g est dérivable sur ]0,%[ et (Vx € ]O,ED (g’ (x) = —=2sin(2x) # 0) donc g~ est dérivables sur ] — 1,1].

Soitx €] = L1[; (97’ = o

= e ) (va € ]0.) (sinza = A= cosa))

1
—2/1-cos*(2(g~*(x)))

1

-2 [1-(g(g7 ()"

-1

2V1—x2

2) La dérivée de la fonction arctan
Activité :

1- Montrer que la fonction arctan est dérivable sur R.

2- Montrer que (Vx € R) (arctan (x) = oy )
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Propriété :

La fonction arctan est dérivable sur R et (Vx € R) (arctan’(x) = ﬁ)

Corolaire :

Soit u une fonction définie sur un intervalle I.

1

Si u est dérivable sur I alors arctan(u(x) est dérivable sur I et (Vx € I) ((arctan(u(x)))' = m)

Preuve (En exercice)

Exercice :
Soit la fonction f définie sur R* par: (Vx € R) (f(x) = arctan(x) + arctan (%))

1- Montrer que f est une constante sur |0, +oo], et trouver f(x) pour x dans ]0, +oo].

, . . Arctan(2x2+x+1)—§
2- Déterminer: lim

X—+00 2Arctan(x)—-m

3) La dérivée de la racine n-eme
Activité :

1- Montrer que la fonction x + V/x est dérivable sur ]0, +oo[.
. n ! — 1
2- Montrer que : (Vx €]0, +oo[)((Vx) = =
3- Soit u une fonction dérivable sur I et strictement positif sur I.

a) Montrer que Y/u est dérivable sur I.

b) Montrer que (Vx € I)((n\/u(x)), = nu&
n" @)™

Propriété 1 :

Soit n un entier naturel non nul

. - ! 1
e Lafonction x ~ Vx est dérivable sur ]0, +oo[ et (Vx €]0, +oo)((Vx) = =
e Siu une fonction dérivable sur I et strictement positif sur I alors la fonction 3/u est dérivable sur I et

(Vx € 1)((’{/@)' —; .

n [(u (x))n_1

Exercice 1 :

Déterminer les domaines de dérivabilité et les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

flx)=V3x2+x — 4

2x—1
IOEN =

Exercice 2 :

Déterminer la limite : lim M1V
" x>0 3\/x2+1—\/x+1
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Propriété 2 :

Soit r un nombre rationnel

e Lafonction x ~ x7 est dérivable sur ]0, +oo[ et (Vx €]0, +oo[)((x™) = rx"1
e Siu une fonction dérivable sur I et strictement positif sur I alors la fonction u” est dérivable sur I et

(vx € (@) =7u' (). (@)

Exercice :

1+sinx

f(x) = CcoSsx
f(x) =% arctan(3\/1 —x3) six €] — o,0]

. T
six € [0’5[
Soit la fonction définie par :

1- Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.

2- Calculer les limites lirTrrl _f(x); lim f(x)
xo(® X——00
2

3- Soit g la restriction de la fonction f sur [0,% [=1

a) Déterminer l'intervalle J image de [ par g

b) Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque g~! et que g~ est dérivable sur J.
c) Montrer que :(Vx € N((g™1)' (x) = %

X

d) En déduire g~1(x) pour tout x dans J.

4- Etudier les variations de f sur | — oo, 0].



