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∎ 

 ( ن 2,0 ):   التمرين الأول 

1 

 .اػطبء شخض ٝاؽذ اٌُشاد الأسثغ : انطشٌقح الأونى 

اػطبء شخض ٝاؽذ اٌُشح الأ٠ُٝ صْ ٗؼط٢ اُشخض  : انطشٌقح انثاوٍح 

 .اُضب٢ٗ اٌُشاد اُضلاس أُزجو٤خ

 .اػطبء شخض ٝاؽذ ًشر٤ٖ ٝ شخض صب٢ٗ ًشر٤ٖ : انطشٌقح انثانثح 

اػطبء شخض ٝاؽذ ًشح ٝاؽذح ٝ شخض صب٢ٗ ًشح  : انطشٌقح انشاتؼح 

 .ٝاؽذح ٝ شخض صبُش ًشر٤ٖ

 .ٗؼط٢ ًَ شخض ًشح ٝاؽذح  : انطشٌقح انخامسح 

 :ك٢ اُطش٣وخ اُضب٤ٗخ ُذ٣٘ب 

  𝐶6
   آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض اُز١ ع٘ؼط٤ٚ ًشح ٝاؽذح 1

 ٝ𝐶4
    آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اٌُشح اُز٢ ع٘ؼط٤ٜب ا٣بٙ 1

  ٝ   آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض اُز١ ع٘ؼط٤ٚ اٌُشاد اُضلاس أُزجو٤خ     .

 :ك٢ اُطش٣وخ اُضبُضخ ُذ٣٘ب 

  𝐶6
   آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض اُز١ ع٘ؼط٤ٚ اٌُشر٤ٖ 1

  ٝ     ٖآٌب٤ٗخ لاخز٤بس اٌُشر٤    .

  ٝ   ٖآٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض ا٥خش طبؽت اٌُشر٤ٖ أُزجو٤ز٤     .

 :ك٢ اُطش٣وخ الأ٠ُٝ ُذ٣٘ب 

  𝐶6
.    آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض اُز١ ع٘ؼط٤ٚ اٌُشاد الأسثغ 1

 

 :ك٢ اُطش٣وخ اُشاثؼخ ُذ٣٘ب 

  𝐶6
.    آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض طبؽت اٌُشح الأ1٠ُٝ

  ٝ𝐶4
.    آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اٌُشح اُز٢ ع٘ؼط1ٚ٤

  ٝ     آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض طبؽت اٌُشح اُضب٤ٗخ     .

  ٝ𝐶3
 .   آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اٌُشح اُز٢ ع٘ؼط1ٚ٤

   ٝ𝐶4
.    آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض طبؽت اٌُشر٤ٖ أُزجو٤ز1ٖ٤

 
 :ك٢ اُطش٣وخ اُشاثؼخ ُذ٣٘ب 

   𝐶6
.   آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض طبؽت اٌُشح الأ1٠ُٝ

   ٝ𝐶4
.   آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اٌُشح اُز٢ ع٘ؼط1ٚ٤

   ٝ𝐶5
.    آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض طبؽت اٌُشح اُضب٤ٗخ1

   ٝ𝐶3
 .  آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اٌُشح اُز٢ ع٘ؼط1ٚ٤

   𝐶4
.   آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض طبؽت اٌُشح اُضبُضخ1

   ٝ𝐶2
 .  آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اٌُشح اُز٢ ع٘ؼط1ٚ٤

   𝐶3
.   آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض طبؽت اٌُشح اُشاثؼخ1

   ٝ𝐶1
 .  آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اٌُشح اُز٢ ع٘ؼط1ٚ٤

 

 :اُزطج٤ن اُؼذد١ 

 :اُطش٣وخ 

 ػذد الإٌٓب٤ٗبد

 5ؽ  4ؽ  3ؽ  2ؽ  1ؽ 

6 120 180 1440 8640 

6 + 120 + 180 + 1440 + 8640 = 10386 

ػذد الإٌٓب٤ٗبد ُزٞص٣غ اٌُشاد الأسثغ ػ٠ِ الأشخبص : ٝ ثبُزب٢ُ 

 :اُغزخ ٛٞ 

 :  ٣ٌٔ٘ٚ إٔ ٣ؾظَ ػ٠ِ 𝐴اُشخض 

    ًشح ٝاؽذح ثـ𝐶4
.   آٌب٤ٗخ1

    أٝ ٣ؾظَ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ثـ𝐶4
.   آٌب٤ٗخ2

    أٝ ٣ؾظَ ػ٠ِ صلاس ًشاد ثـ𝐶4
.   آٌب٤ٗخ3

  أٝ ٣ؾظَ ػ٠ِ أسثغ ًشاد ثبٌٓب٤ٗخ ٝاؽذح .

∎ 2 

𝐶4
1 + C4

2 + C4
3 + C4

4 = 15 

 ػ٠ِ ًشح ٝاؽذح ػ٠ِ Aارٕ ػذد الإٌٓب٤ٗبد اُز٢ ٣ؾظَ ك٤ٜب اُشخض 

 :الأهَ ٛٞ 

 : ػ٠ِ ًشح ٝاؽذح ػ٠ِ الأهَ ٣غب١ٝ 𝐴اؽزٔبٍ إٔ ٣ؾظَ اُشخض : ٝ ٓ٘ٚ 

 15

10386
≈ 0,0015 ≡ 0,15% 

∎ 3 

 ػ٠ِ 𝐵 ٝ ؽظَ اُشخض 𝑚 ػ٠ِ ًشح ٝاؽذح سهٜٔب 𝐶ارا ؽظَ اُشخض 

 : ًشح ٝ ُذ٣٘ب                 ع٤ؾظَ ػ٠ِ 𝐴 كبٕ اُشخض 𝑛ًشح ٝاؽذح سهٜٔب 

 
𝑚 + 𝑛 + 2 = 4 

  ارٕ ٛزٙ أُؼبدُخ لا روجَ ؽِٞلا ك٢ أُغٔٞػخ                ٗؼِْ إٔ  

 1 , 2 ,3 , 4 ×  1 , 2 ,3 , 4  

 0ٝ ثبُزب٢ُ ٗؾٖ ثظذد ؽذس ٓغزؾ٤َ ٝ اؽزٔبٍ ٝهٞػٚ 

⟺        𝑚 + 𝑛 = 2 

𝐶5
1 

 𝑚 + 𝑛  

𝐶4
2 

𝐶5
1 

𝐶5
1 

𝑚 ≠ 𝑛 
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 ( ن 4,0 ):   التمرين الثاني 

∎  𝐈  

𝑧:  ٗؼغ  = 𝑥 + 𝑖𝑦 صْ ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ     :𝑓 𝑧 = 0   

= 𝑓 𝑧ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ   : ٝ ٓ٘ٚ   : رٌزت ػ٠ِ اُشٌَ ℂ  ك٢ 0

⟺      1 + 𝑖 3 𝑧 + 2𝑧 = 0 

⟺      1 + 𝑖 3  𝑥 + 𝑖𝑦 + 2 𝑥 − 𝑖𝑦 = 0 

⟺      3𝑥 −  3𝑦 + 𝑖 −𝑦 +  3𝑥 = 0 

⟺      
3𝑥 −  3𝑦 = 0

−𝑦 +  3𝑥 = 0
  

⟺      
3𝑥 =  3𝑦

3𝑥 =  3𝑦
  

⟺      𝑧 = 𝑥 + 𝑖 3𝑥 

⟺      𝑧 = 𝑥 1 + 𝑖 3  

𝒮 =     𝑥 1 + 𝑖 3    /   𝑥𝜖ℝ   

 𝐈𝐈  ∎ 1 أ 

= 𝑓 𝑧      :ُذ٣٘ب 
1

6
  1 + 𝑖 3 𝑧 + 2𝑧   

⟺      𝑓 𝑧𝑛 =
1

6
  1 + 𝑖 3 𝑧𝑛 + 2𝑧𝑛     

⟹       𝑓 𝑧𝑛  =  
1

6
  1 + 𝑖 3 𝑧𝑛 + 2𝑧𝑛      

z :   ٗؼِْ إٔ  + z′ ≤  z +  z′    ٝ    𝑧 =  z  .    

⟹ :ارٕ        𝑓 𝑧𝑛  ≤
1

6
  1 + 𝑖 3 𝑧𝑛  +

1

6
 2𝑧𝑛     

⟹       𝑓 𝑧𝑛  ≤  
1

6
 2 𝑧𝑛  +  

2

6
  𝑧𝑛   

⟹       𝑓 𝑧𝑛  ≤
2

3
 𝑧𝑛   

⟹       𝑧𝑛+1 ≤
2

3
 𝑧𝑛   

⟹      𝑢𝑛+1 ≤
2

3
𝑢𝑛  

 . ٝ ٗؼِْ إٔ ٓؼ٤بس ػذد ػوذ١ ٣ٌٕٞ دائٔب ٓٞعجب

𝑛𝜖ℝ      0∀  :ارٕ  ≤ 𝑢𝑛+1 ≤
2

3
𝑢𝑛  

 𝐈𝐈  ∎ 1  ب

𝑛𝜖ℝ      0∀  :ُذ٣٘ب  ≤ 𝑢𝑛+1 ≤
2

3
𝑢𝑛  

𝑛 ٖٓ أعَ   − 0 :  ٗؾظَ ػ٠ِ  1 ≤ 𝑢𝑛 ≤
2

3
𝑢𝑛−1 

⟺ :ٝ ثبُزب٢ُ       0 ≤ 𝑢𝑛 ≤  
2

3
 
𝑛

𝑢0 

⟺      0 ≤ 𝑢𝑛 ≤  
2

3
 
𝑛

 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑛∞

 
2

3
 
𝑛

= 0 

 لإٔ  
2

3
 
𝑛

 1  ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب ٓٞعت ٝ أطـش ٖٓ 

   ٓزوبسثخ ٝ رئٍٝ ا٠ُ اُظلش𝑢n n :  ٝ ثبُزب٢ُ 

lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 =  :٣ؼ٢٘  0

⟺      0 ≤ 𝑢𝑛 ≤
2

3
𝑢𝑛−1 

     ≤  
2

3
  

2

3
 𝑢𝑛−2 

     ≤  
2

3
 

3

𝑢𝑛−3 

     ≤  
2

3
 
𝑛

𝑢𝑛−𝑛  

⋮ 

⋮ 

𝒮𝑛 = 𝒪𝑀0 + 𝒪𝑀1 + ⋯ + 𝒪𝑀𝑛  

⟺      𝒮𝑛 =  𝑧0 +  𝑧1 + ⋯ +  𝑧𝑛   

⟺      𝒮𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛  

 :ُذ٣٘ب 

𝑛𝜖ℝ      0∀  :ٝ ٗؼِْ إٔ  ≤ 𝑢𝑛 ≤
2

3
𝑢𝑛−1 

 :ارٕ 

 
 
 

 
 
𝑢0 ≤ 1      

𝑢1 ≤  
2

3
  

  

⋮

𝑢𝑛 ≤  
2

3
 
𝑛

  

 

 𝐈𝐈  ∎ 2 أ 
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 ٚ٘ٓ ٝ:      𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 ≤   
2

3
 
𝑘𝑛

𝑘=0

 

⟺      𝒮𝑛 ≤  
1 −  

2
3 

𝑛+1

1 −  
2
3
 

  

⟺      𝒮𝑛 ≤ 3  1 −  
2

3
 
𝑛+1

  

  :ارٕ  :ٝ ُذ٣٘ب 
2

3
 
𝑛+1

≥ 0 − 
2

3
 
𝑛+1

≤ 0 

 ٚ٘ٓ ٝ:  1− 
2

3
 
𝑛+1

 ≤ 1 

3 :٣ؼ٢٘   1− 
2

3
 
𝑛+1

 ≤ 3 

∶   𝑛𝜖ℕ∀  :ٝ ثبُزب٢ُ     𝒮𝑛 ≤ 3 

 𝐈𝐈  ∎ 2  ب

𝒮𝑛 = 𝒪𝑀0 + 𝒪𝑀1 + ⋯ + 𝒪𝑀𝑛  :ُذ٣٘ب  

  ر٘ز٢ٔ ا٠ُ ٗلظ 𝑀1  ٝ  𝑀2  ٝ  ⋯  ٝ  𝑀𝑛ٝ ثبُزب٢ُ اُ٘وؾ  

 : أُج٤ٖ ك٢ اُشٌَ اُزب٢ُ  ∆ أُغزو٤ْ 

 :ٗلاؽع إٔ 

 𝒪𝑀0 + ⋯ + 𝒪𝑀𝑛 + 𝒪𝑀𝑛+1 >  𝒪𝑀0 + ⋯ + 𝒪𝑀𝑛  

𝒮𝑛+1 :ارٕ  > 𝒮𝑛  

   ٓززب٤ُخ رضا٣ذ٣خ𝒮𝑛 𝑛 ارٕ  

𝒮𝑛: ٣ؼ٢٘ ) 3ٝ ثٔب أٜٗب ٌٓجٞسح ثبُؼذد  ≤  .كبٜٗب ٓزوبسثخ ( 3

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 1 

= 𝑓 𝑧      :ُذ٣٘ب 
1

6
  1 + 𝑖 3 𝑧 + 2𝑧   

    ⟺      𝑓 𝑧 =
1

6
 𝑟 1 + 𝑖 3 𝑒𝑖𝜃 + 2𝑟𝑒−𝑖𝜃   

    ⟺      𝑓 𝑧 =
2𝑟

3
  

1

4
+ 𝑖

 3

4
 𝑒𝑖𝜃 +

𝑒−𝑖𝜃

2
  

   =
2𝑟

3
  

1

4
+ 𝑖

 3

4
  cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 +

1

2
 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜃   

   =
2𝑟

3
 

cos 𝜃

4
+ 𝑖

𝑠𝑖𝑛𝜃

4
+ 𝑖

 3𝑐𝑜𝑠𝜃

4
−

 3𝑠𝑖𝑛𝜃

4
+

𝑐𝑜𝑠𝜃

2
− 𝑖

𝑠𝑖𝑛𝜃

2
  

    ⟺      𝑓 𝑧 =
2𝑟

3
 

3cos 𝜃

4
+ 𝑖

 3𝑐𝑜𝑠𝜃

4
−

 3𝑠𝑖𝑛𝜃

4
− 𝑖

𝑠𝑖𝑛𝜃

4
  

    =
2𝑟

3
  

3cos𝜃

4
−

 3𝑠𝑖𝑛𝜃

4
 +  𝑖

 3𝑐𝑜𝑠𝜃

4
− 𝑖

𝑠𝑖𝑛𝜃

4
   

    =
2𝑟

3
 
 3

2
 
 3

2
cos 𝜃 −

1

2
𝑠𝑖𝑛𝜃 +

𝑖

2
 
 3

2
𝑐𝑜𝑠𝜃 −

1

2
 𝑠𝑖𝑛𝜃   

    =
2𝑟

3
 
 3

2
𝑐𝑜𝑠  𝜃 +

𝜋

6
 +

𝑖

2
𝑐𝑜𝑠  𝜃 +

𝜋

6
   

    =
2𝑟

3
𝑐𝑜𝑠  𝜃 +

𝜋

6
  

 3

2
+

1

2
𝑖  

   ⟺     𝑓(𝑧)  =
2𝑟

3
𝑐𝑜𝑠  𝜃 +

𝜋

6
 𝑒

𝑖 
𝜋
6
 
 

2  𝐈𝐈𝐈  ∎ 

,𝑘𝜖 1:   ثؾ٤ش 𝑀𝑘   ٛٞ ُؾن اُ٘وطخ  𝑓(𝑧𝑘−1):  ُذ٣٘ب  … , 𝑛    

𝑓(𝑧)        :ٝ ُذ٣٘ب   =
2𝑟

3
𝑐𝑜𝑠  𝜃 +

𝜋

6
 𝑒

𝑖 
𝜋
6
 
 

   ⟹     𝑓(𝑧𝑘−1)  =
2𝑟

3
𝑐𝑜𝑠  𝜃 +

𝜋

6
 𝑒

𝑖 
𝜋
6
 
 

   ⟹     𝑎𝑟𝑔 𝑓(𝑧𝑘−1)  ≡ 𝑎𝑟𝑔  𝑒
𝑖 

𝜋
6
 
  2𝜋  

   ⟹     𝑎𝑟𝑔 𝑓(𝑧𝑘−1)  ≡
𝜋

6
 2𝜋  

 ∆  

30° 



 

  

𝑦:    ك٢ ؽبُخ  ≡ 0 7 .  
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2𝑦2 − 4𝑦 − 7𝑥 = 0 

⟺          2 𝑦2 − 2𝑦 = 7𝑥 

⟺          2 𝑦 − 1 2 = 7𝑥 + 2 

⟺           𝑦 − 1 2 =
7

2
𝑥 + 1 

⟺           𝑦 − 1 2 =
7

2
 𝑥 +

2

7
  

 Ω :  شِغْ سأعٚ  Γ ارٕ  
−2

7
; 1  

F : ٝ ثئسرٚ   
7

8
−

2

7
; 0 + 1  

F : ٣ؼ٢٘   
33

56
; 1  

 ( ن 3,5 ):   التمرين الثالث 
 𝐈  ∎ 1 

 𝐈  ∎ 2 

𝓞 𝟑𝟑

𝟓𝟔
 −𝟐

𝟕
 

𝛀 𝟏 𝐅 

 𝐈𝐈  ∎ 1 أ 

⟺          2 𝑦2 − 2𝑦 + 1 = 7𝑥 + 2 

⟺          2𝑦 𝑦 − 2 = 7𝑥 

⟺          7 ∕ 2𝑦 𝑦 − 2  

⟺         7 7     أو    2 𝑦      7      أو ∕  𝑦 − 2  

⟺         𝑦 ≡ 𝑦      أو       7 0 ≡ 2 7  

 𝐈𝐈  ∎ 1 ب 

;   ℞𝑘𝜖∃ :      ُذ٣٘ب    𝑦 = 7𝑘   

𝑦:    ٝ ك٢ ؽبُخ  ≡ 2 7 .  

;   ℞𝑘𝜖∃ :       ُذ٣٘ب    𝑦 = 7𝑘 + 2  

 : ٢ٛ  𝐸 ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ : ٝ ثبُزب٢ُ 

         2𝑦 𝑦 − 2 = 7𝑥  ُذ٣٘ب ٝ: 

         2 𝑦 − 1 2 = 7𝑥 +  :ُذ٣٘ب  2

         2𝑦 𝑦 − 2 = 7𝑥  ُذ٣٘ب ٝ: 

         2 7𝑘  7𝑘 − 2 = 7𝑥  ٣ؼ٢٘: 

         2 7𝑘 + 2  7𝑘 = 7𝑥  ٣ؼ٢٘: 

        𝑥 =  14𝑘2 − 4𝑘  ٕار: 

        𝑥 =  14𝑘2 + 4𝑘  ٕار: 

𝒮 =   14𝑘2 − 4𝑘 ;  7𝑘 ,  14𝑘2 + 4𝑘 ;  7𝑘 + 2    ∕     𝑘𝜖℞  

 𝐈𝐈  ∎ 2 

𝑥:       ُذ٣٘ب  ∧ 𝑦 = 9  

𝑥:  ك٢ ؽبُخ  = 14𝑘2 − 4𝑘   ٝ  𝑦 = 7𝑘   

 :ُذ٣٘ب ؽغت خٞاسص٤ٓخ اه٤ِذط 

; M1 1098:    ٝ ٓ٘ٚ ٗؾظَ ػ٠ِ اُ٘وطخ  63 .   

        14𝑘2 − 4𝑘 7𝑘 

2𝑘 
−4𝑘 

 :ارٕ ٖٓ ٛزٙ اُوغٔخ الأه٤ِذ٣خ ٗغز٘زظ إٔ 

 14𝑘2 − 4𝑘  ∧   7𝑘 =  7𝑘  ∧   −4𝑘  =  𝑘 

7:   لإٔ  ∧  −4 = 1   

 ٚ٘ٓ ٝ       :𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑘 = 9  

 : أ٢ُٝ كبٕ 7ٝ ثٔب إٔ اُؼذد 
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14𝑘2:       ُذ٣٘ب  + 4𝑘 = 2𝑘 7𝑘 + 2  

𝑥:  ك٢ ؽبُخ  = 14𝑘2 + 4𝑘   ٝ  𝑦 = 7𝑘 + 2   

 :ارٕ ٖٓ ٛزٙ اُ٘ز٤غخ ٗغز٘زظ إٔ 

 14𝑘2 + 4𝑘  ∧   7𝑘 + 2 =  7𝑘 + 2   

 ٚ٘ٓ ٝ       :𝑥 ∧ 𝑦 = 7𝑘 + 2 = 9  

𝑘:       ٣ؼ٢٘  = 1  

; M2 18:    ٝ ٓ٘ٚ ٗؾظَ ػ٠ِ اُ٘وطخ  9 .   

 ( ن 3,0 ):   التمرين الرابع 

∎ 1 

أُغبس اُؼٌغ٢ ُٜزٙ أُزغب٣ٝخ عززْ دساعزٚ ثزلبط٤ِٚ ك٢  : ٓلاؽظخ

اُغ٘خ الأ٠ُٝ ٖٓ الأهغبّ اُزؾؼ٤ش٣خ أٝ الأعذط اُضب٢ٗ ٖٓ اُغبٓؼخ أٝ 

 :ٝ ٛزٙ اُؼ٤ِٔخ رغ٠ٔ   . 𝐵𝑇𝑆 اُغ٘خ الأ٠ُٝ ٖٓ  

< la décomposition d’une fraction rationnel en 

éléments simples > 

         :ٓضبٍ 
1

 𝑥−2  𝑥−3 
=

−1

 𝑥−2 
+

1

 𝑥−3 
 

2 ∎ 

   :ُذ٣٘ب 
1

3 + 𝑡2
 

𝛼

0

𝑑𝑡 =
1

3
  

1

1 +
𝑡2

3

 
𝛼

0

𝑑𝑡 

𝑢 :ٗؼغ  =
𝑡

 3
𝑑𝑡 :ارٕ   =  3𝑑𝑢 

 أ 3 ∎

𝑢 →
1 + sin 𝑢

2 + cos 𝑢
 :ُذ٣٘ب  

,0 داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ أُغبٍ  𝜋  ٖف ُذاُز٤  لأٜٗب خبسط ٓؼشَّ

,0 ٓزظِز٤ٖ ػ٠ِ  𝜋  2:   ثؾ٤ش + cos 𝑢 ≠ 0  

,0  ػ٠ِ أُغبٍ 𝐹ارٕ ك٢ٜ روجَ داُخ أط٤ِخ  𝜋  .  

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغبٍ 𝐹: ٣ؼ٢٘  𝜋  .  

= 𝐹′ 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب 
1 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥

2 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥
 

 ب 3 ∎

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٍ0  ػ٘ظشا ٖٓ أُغب, 𝜋   

= 𝐹 𝑥 :ُذ٣٘ب    
1 + 𝑠𝑖𝑛 𝑢

2 + 𝑐𝑜𝑠 𝑢
 

𝑥

0

𝑑𝑢 

 ٚ٘ٓ ٝ: 

𝑡 :ارٕ  :ٗؼغ  = 𝑡𝑎𝑛  
𝑢

2
  

𝑑𝑡

𝑑𝑢
=

1 + 𝑡2

2
 

𝐹 𝑥 =   
1 +  

2𝑡
1 + 𝑡2 

2 +  
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2 
 

𝑡𝑎𝑛  𝑥
2 

0

 
2

1 + 𝑡2
 𝑑𝑡 

𝐹 𝑥 = 2  
 𝑡 + 1 2

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 

𝑡𝑎𝑛  𝑥
2
 

0

𝑑𝑡 

 ج 3 ∎

𝐹 𝑥 = 2  
 𝑡 + 1 2

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 

𝑡𝑎𝑛  𝑥
2 

0

𝑑𝑡 

= 2   
𝑡

1 + 𝑡2
−

𝑡

3 + 𝑡2
+

1

3 + 𝑡2
 

𝑡𝑎𝑛  𝑥
2
 

0

𝑑𝑡 

= 2   
𝑡

1 + 𝑡2
 𝑑𝑡

𝑡𝑎𝑛  𝑥
2 

0

− 2   
𝑡

3 + 𝑡2
 

𝑡𝑎𝑛  𝑥
2 

0

𝑑𝑡

+ 2   
1

3 + 𝑡2
 

𝑡𝑎𝑛  𝑥
2
 

0

𝑑𝑡 

=  ln 1 + 𝑡2  
0

𝑡𝑎𝑛  𝑥
2 

−  𝑙𝑛 3 + 𝑡2  
0

𝑡𝑎𝑛  𝑥
2 

+
2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 

1

 3
𝑡𝑎𝑛  

𝑥

2
   

 :ُذ٣٘ب 
𝑡

1 + 𝑡2
−

𝑡

3 + 𝑡2
+

1

3 + 𝑡2
=

𝑡

1 + 𝑡2
+

1 − 𝑡

3 + 𝑡2
 

=
𝑡 3 + 𝑡2 +  1 − 𝑡  1 + 𝑡2 

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 
 

=
𝑡2 + 2𝑡 + 1

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 
 

=
 𝑡 + 1 2

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 
 

⟺      
1

3 + 𝑡2
 

𝛼

0

𝑑𝑡 =
 3

3
 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑢 

0

𝛼

 3 

⟺      
1

3 + 𝑡2
 

𝛼

0

𝑑𝑡 =
1

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

𝛼

 3
  

  
1

3 + 𝑡2
 

𝛼

0

𝑑𝑡 =
 3

3
  

1

1 + 𝑢2
 

𝛼

 3

0

𝑑𝑡  ٚ٘ٓ ٝ: 
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= ln  1 + 𝑡𝑎𝑛2  
𝑥

2
  − 𝑙𝑛  3 + 𝑡𝑎𝑛2  

𝑥

2
  + 𝑙𝑛3

+
2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 

1

 3
𝑡𝑎𝑛  

𝑥

2
   

= 𝑙𝑛3 +
2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 

1

 3
𝑡𝑎𝑛  

𝑥

2
  + ln  

1 + 𝑡𝑎𝑛2  
𝑥
2 

3 + 𝑡𝑎𝑛2  
𝑥
2
 
  

 د 3 ∎

 :ارٕ 

lim :ارٕ   𝜋 ٓزظِخ ػ٠ِ ٣غبس 𝐹ُذ٣٘ب 
𝑥→𝜋−

𝐹(𝑥) = 𝐹 𝜋  

 

 

 
lim

𝑥→𝜋−
 𝑙𝑛3 +

2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 

1

 3
𝑡𝑎𝑛  

𝑥

2
  + ln  

1 + 𝑡𝑎𝑛2  
𝑥
2
 

3 + 𝑡𝑎𝑛2  
𝑥
2 

  =   
1 + 𝑠𝑖𝑛 𝑢

2 + 𝑐𝑜𝑠 𝑢
 

𝜋

0

𝑑𝑢 

 ∗  

 

 

 :ٝ ُذ٣٘ب  

lim
𝑥→𝜋−

𝑙𝑛  
1 + 𝑡𝑎𝑛2  

𝑥
2
 

3 + 𝑡𝑎𝑛2  
𝑥
2 

 = 𝑙𝑖𝑚
𝑢→+∞

𝑢=𝑡𝑔2 𝑥
2 

𝑙𝑛  
1 +

1
𝑢

1 +
3
𝑢

 = 𝑙𝑛1 = 0 

 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي

lim
𝑥→𝜋−

 
2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 

1

 3
𝑡𝑎𝑛  

𝑥

2
   =

2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 " + ∞ " =

2

 3
∙
𝜋

2
=

𝜋

 3
 

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗ ٗؼٞع ٛبر٤ٖ اُٜ٘ب٣ز٤ٖ ك٢ أُزغب٣ٝخ 

𝑙𝑛3 +
𝜋

 3
=   

1 + 𝑠𝑖𝑛 𝑢

2 + 𝑐𝑜𝑠 𝑢
 

𝜋

0

𝑑𝑢 

 ( ن 3,0 ):   التمرين الخامس 

 ∎ 1 أ

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 
𝑥

𝑛
− 𝑒−𝑛𝑥  =  +∞ − 0 = +∞ 

 ب ∎ 1

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 

1

𝑛
−

1

𝑥𝑒𝑛𝑥
 =

1

𝑛
 :ُذ٣٘ب  

lim
𝑥→+∞

 𝑓𝑛 𝑥 −
1

𝑛
𝑥 = lim

𝑥→+∞
 −𝑒−𝑛𝑥  =  :ٝ ُذ٣٘ب  0

lim :ًٔب ٗؼِْ إٔ 
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥 = +∞ 

𝑦 ارٕ ٖٓ ٛزٙ اُ٘زبئظ ٗغز٘زظ إٔ أُغزو٤ْ     =
1

𝑛
𝑥  ٓوبسة ٓبئَ ثغٞاس+∞     

lim :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→−∞
 

1

𝑛
−

1

𝑥𝑒𝑛𝑥
 = +∞ 

lim :ٝ ٗؼِْ إٔ 
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥 = −∞ 

          𝑛 C .   ٣وجَ كشػب شِغ٤ٔب ك٢ ارغبٙ ٓؾٞس الأسار٤ت ٗؾٞ الأعلَ   ارٕ    

𝑓𝑛
′ 𝑥 =  

𝑥

𝑛
− 𝑒−𝑛𝑥  

′

=
1

𝑛
+ 𝑛𝑒−𝑛𝑥 > 0 

  .ℝ داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓nارٕ 

 : ًٔب ٢ِ٣      ٗغز٘زظ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

𝑥 −∞ +∞ 

𝑓𝑛  

+ 𝑓𝑛
′(𝑥) 

+∞ 

−∞ 

 ∎ أ 3

∎ 2 

  .𝑓𝑛ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

 𝑓𝑛 داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ ℝ.  

  .ℝ ٗؾٞ ℝ روبثَ ٖٓ 𝑓𝑛ارٕ 

  .𝑓𝑛 ثبُزوبثَ 𝛼𝑛 ٖٓ ℝ   كبٗٚ ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا 0𝜖ℝ:   ثٔب إٔ 

!∃ :     ٝ ثبُزب٢ُ  𝛼𝑛𝜖ℝ   ;   𝑓𝑛 𝛼𝑛 = 0  

𝑓𝑛  

lim
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥 = lim
𝑥→−∞

𝑥  
1

𝑛
−

𝑒−𝑛𝑥

𝑥
  

= lim
𝑥→−∞

𝑥  
1

𝑛
−

1

𝑥𝑒𝑛𝑥
  

=  −∞  
1

𝑛
−

1

0−
  

= −∞ 



 

  

𝑛:   ثٔب إٔ  ≥ 𝑛2:     كبٕ 2 ≥ 4.    
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 ب ∎ 3

𝑓𝑛  
1

𝑛
 =  

1

𝑛2
−

1

𝑒
  

𝑛2:     أ١  ≥ 4 > 𝑒     ٚ٘ٓ ٝ : 
1

𝑛2
<

1

𝑒
 

 :٣ؼ٢٘ 
1

𝑛2
−

1

𝑒
< 0 

𝑛∀  :ٝ ثبُزب٢ُ  ≥ 2   ;   𝑓𝑛  
1

𝑛
 < 0 

 ج ∎ 3

= φ 𝑥:   ٗؼغ  e𝑥 − 𝑥 − = 𝜑′ 𝑥:         ارٕ 1 𝑒𝑥 − 1  

. 
 : ًٔب ٢ِ٣ φٗغز٘زظ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ : ٝ ٓ٘ٚ 

𝑥 

+∞ 

+∞ 

0 

0 

𝜑 

+ 𝜑′(𝑥) 0 − 

+∞ 

 0 ٝ ه٤ٔزٜب اُذ٣ٞٗخ ؽغت اُغذٍٝ ٢ٛ ℝ داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ 𝜑ثٔب إٔ 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :     كبٗٚ    𝜑 𝑥 ≥ 0  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :     ٣ؼ٢٘    𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1  

;   𝑛𝜖ℕ∀ : :     ٝ ٖٓ ٛزٙ أُزلبٝرخ ٗغز٘زظ    𝑒𝑛 ≥ 𝑛 + 1  

  ٚ٘ٓ ٝ     : ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝑒𝑛 ≥ 𝑛  

⟺    
1

𝑒𝑛
<

1

𝑛
 

⟺    𝑒−𝑛 <
1

𝑛
 

⟺    
1

𝑛
− 𝑒−𝑛 > 0

< 

 ∗  

⟺     𝑓𝑛 1 =    
1

𝑛
− 𝑒−𝑛 > 0 

 د ∎ 3

  .ℝ داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ      ُذ٣٘ب 

 ارٕ ك٢ٜ ٓزظِخ ػ٠ِ 
1

𝑛
 ; 𝑛:  ثؾ٤ش  1 ≥ 2.  

 :ٝ ثبُزب٢ُ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُو٤ْ اُٞع٤ط٤خ 

  .𝛼𝑛   روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا ٝ ٛٞ                   ٝ ثٔب إٔ أُؼبدُخ  

𝛼𝑛كبٕ     = 𝑐 ٚ٘ٓ ٝ     : 
1

𝑛
< 𝛼𝑛 < 1 

∃ 𝑐 𝜖  
1

𝑛
 , 1   ;   𝑓𝑛 𝑐 = 0 

𝑓𝑛     ٝ :ٝ ُذ٣٘ب   
1

𝑛
 < 0     𝑓𝑛 1 > 0 

∙ 𝑓𝑛 1     :ارٕ  𝑓𝑛  
1

𝑛
 < 0 

∎ 4 

𝓞 𝟏 

−𝟏 

𝛂𝟐 

2 C          

 5 ∎ أ

= 𝑓𝑛 𝛼𝑛:    ٝ ٗؼِْ إٔ  𝑒−𝑛𝛼𝑛 :ارٕ  0 =
𝛼𝑛

𝑛
 

−∞ 

    𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 =    
𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛

 𝑛 + 1 
 𝑒𝛼𝑛 − 1 −

1

𝑛
 :ٝ ثبُزب٢ُ   

    𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 =    
𝛼𝑛

𝑛 + 1
− 𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛  

⟺     𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 =    
𝛼𝑛 − 𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛 − 𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛

 𝑛 + 1 
 

⟺     𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 =    
𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛

 𝑛 + 1 
 

𝛼𝑛

𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛
− 1 −

1

𝑛
  

⟺     
𝛼𝑛

𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛
=   

𝛼𝑛

𝑛 𝑒−𝑛𝛼𝑛  ∙ 𝑒−𝛼𝑛
  

⟺     
𝛼𝑛

𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛
=   

𝛼𝑛

𝑛 ∙  
𝛼𝑛
𝑛  ∙ 𝑒−𝛼𝑛

  

⟺     
𝛼𝑛

𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛
=   𝑒𝛼𝑛   

𝑓𝑛 𝑥 = 0 

𝑓𝑛  
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 5 ∎ ب

𝛼𝑛 :ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ  د 3 >
1

𝑛
 

𝑒𝛼𝑛 ج :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ  3 ≥ 𝛼𝑛 + 1  ⋕  

𝛼𝑛 + 1 >
1

𝑛
+   ⋕⋕  :ارٕ  1

𝑒𝛼𝑛 : ٗغز٘زظ إٔ  ⋕⋕  ٝ  ⋕ ٖٓ  ≥
1

𝑛
+ 1 

𝑒𝛼𝑛 :٣ؼ٢٘  −
1

𝑛
− 1 ≥ 0 

     .لإٔ ا٤ٌُٔخ                           ٓٞعجخ دائٔب 
𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛

 𝑛 + 1 
 

≤ 𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 :ٝ ثبُزب٢ُ  0 

 6 ∎ أ

 ٌٖ٤ُ𝑛 ≥ 2.  

= 𝑓𝑛 𝛼𝑛:     ُذ٣٘ب  :ارٕ  0   𝑒−𝑛𝛼𝑛 =
𝛼𝑛

𝑛
 

 :ارٕ  :ٝ ٗؼِْ إٔ 
1

𝑛
< 𝛼𝑛 < 1 

1

𝑛2
<

𝛼𝑛

𝑛
<

1

𝑛
 

 :ٝ ثبُزب٢ُ 
1

𝑛2
< 𝑒−𝑛𝛼𝑛 <

1

𝑛
 

 ج 5 ∎

= 𝑓𝑛+1 𝑥:  ؽَ ُِٔؼبدُخ           لإٔ  0.   

    𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 ≥ 𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1   ٖٓ ⋆  ٝ  ⋆⋆  ٕٗغز٘زظ أ : 

  .ℝ داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓𝑛+1ٝ ثٔب إٔ 

   𝛼𝑛  ≥ 𝛼𝑛+1  ٕكب: 

.  ٓزوبسثخα𝑛 𝑛𝜖ℕ  ٗغز٘زظ إٔ أُززب٤ُخ  2  ٝ  1 ٖٓ 

 .ٝ عٞف ٗؾذد ٜٗب٣زٜب ك٤ٔب ثؼذ

 ٝ :ٝ ُذ٣٘ب 
1

𝑛
> 0 

1

𝑛
< 𝛼𝑛  

𝛼𝑛 :ارٕ  > 0 

    𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 ≥   ⋆⋆  :ٝ ُذ٣٘ب  0 

  2   0   ٓظـٞسح ثبُؼذد 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ :  ٣ؼ٢٘ 

    𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1 =   ⋆  :ُذ٣٘ب  0 

  1  .  ر٘بهظ٤خ 𝛼𝑛 𝑛 :  ٝ ثبُزب٢ُ 

 6 ∎ ب

∗ℝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑙𝑛لإٔ اُذاُخ 
+.   

 :ُذ٣٘ب 
1

𝑛2
< 𝑒−𝑛𝛼𝑛 <

1

𝑛
 

ln :ارٕ   
1

𝑛2
 < ln 𝑒−𝑛𝛼𝑛  < ln  

1

𝑛
  

 ٚ٘ٓ ٝ: −2 ln 𝑛 < −𝑛𝛼𝑛 < −ln 𝑛  

> ln 𝑛 :ارٕ  𝑛𝛼𝑛 < 2ln 𝑛  

 :ٝ ثبُزب٢ُ 
ln 𝑛 

𝑛
< 𝛼𝑛 <

2ln 𝑛 

𝑛
 

 6 ∎ ج

 :ٖٓ اُزؤؽ٤ش اُض٤ٖٔ الأخ٤ش اُز١ ؽظِ٘ب ػ٤ِٚ ٗغز٘زظ إٔ 

lim
𝑛∞

 𝛼𝑛 = 0 

lim :لإٔ 
𝑛∞

 
ln 𝑛

𝑛
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑛∞
 

2𝑙𝑛 𝑛

𝑛
 = 0 

𝑓𝑛+1 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين


