
 

  

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖ0,1  ػ٘ظش٣   

 2011أجوبة الدورة الاستدراكية  𝟐𝟎𝟒 :الصفحة   2012رمضان   (  ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 ( ن 3,5 ):   التمرين الأول 

 أ 1 ∎

0:  ارٕ  < 𝑥 < 1     ٝ 0 < 𝑦 < 1   

1−:  ارٕ  < −𝑥 < 0  ٝ  −1 < −𝑦 < 0   

0:  ارٕ  < 1 − 𝑥 < 1  ٝ  0 < 1 − 𝑦 < 1   

𝑥𝑦ٝ ثٔب إٔ   > 1 :    كبٕ 0 − 𝑥  1 − 𝑦 + 𝑥𝑦 > 𝑥𝑦   

𝑥𝑦:  ٝ ُذ٣٘ب  > 0  ٝ  𝑥𝑦 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦 > 0   

 : ٗغز٘زظ إٔ  3  ٝ  2 ٖٓ 

  .𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ∗ارٕ 

 ب 1 ∎

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ y ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐼  

  .𝐼 هبٕٗٞ رجبد٢ُ ك٢ ∗ارٕ 

  .𝐼 صلاصخ ػ٘بطش ٖٓ 𝑥 ٝ 𝑦 ٝ 𝑧ُزٌٖ 

𝑥 ٝ ث٘لظ اُطش٣وخ ٗؾغت   ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 ٗؾظَ ػ٠ِ  : 

  .𝐼 هبٕٗٞ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ ∗: ٝ ثبُزب٢ُ 

 ج 1 ∎

 ٌٖ٤ُ𝑒 ٕٞٗك٢ ∗ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوب 𝐼.  

 : ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑥ٗخزضٍ ثبُؼذد اُـ٤ش أُ٘ؼذّ 

:  ٝ ٛٞ 𝐼 ٣وجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ك٢ ∗ارٕ اُوبٕٗٞ 
1

2
.  

∎ 2 

 :ؽظِ٘ب ُؾذ ا٥ٕ ػ٠ِ ٓب ٢ِ٣ 

  𝐼 =   ٓغٔٞػخ ؿ٤ش كبسؿخ 0,1 

  ∗ هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ 𝐼.  

  ∗ َ٣وج 
1

2
  .𝐼 ًؼ٘ظش ٓؾب٣ذ ك٢ 

  ∗ رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ 𝐼.  

 :    صٓشح رجبد٤ُخ ٣ٌل٢ إٔ ٗج٤ٖ إٔ ∗,𝐼 ارٕ ٢ٌُ رٌٕٞ  

  .𝐼 ك٢ أُغٔٞػخ ∗ ٣وجَ ٓٔبصلا ثبُوبٕٗٞ 𝑥ًَ ػ٘ظش 

 ٌٖ٤ُ𝑥′ َٓٔبص 𝑥 ك٢ أُغٔٞػخ 𝐼 ٕٞٗثبُ٘غجخ ُِوب ∗  

1  كبٕ  𝑥𝜖𝐼:  ثٔب إٔ  > 𝑥 > 0   

1:   ارٕ  > 1 − 𝑥 > 0   

 ٚ٘ٓ ٝ   :0 <  1 − 𝑥  1 − 𝑦 < 1     1  

 :٣ؼ٢٘ 
𝑥𝑦

 1 − 𝑥  1 − 𝑦 + 𝑥𝑦
< 1  2  

𝑥𝑦

 1 − 𝑥  1 − 𝑦 + 𝑥𝑦
>   3  :ارٕ  0

 ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐼2   ;   0 <
𝑥𝑦

𝑥𝑦 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦 
< 1 

 𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 =
𝑥𝑦𝑧

𝑥𝑦𝑧 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦  1 − 𝑧 
= 𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧  

𝑥 : ارٕ  ∗ 𝑥′ = 𝑥′ ∗ 𝑥 =
1

2
 

⟺    
𝑥𝑥′

𝑥𝑥′ +  1 − 𝑥  1 − 𝑥′ 
=

1

2
 

⟺     𝑥′ =  1 − 𝑥  

  ٚ٘ٓ ٝ 1 − 𝑥  َٓٔبص ٞٛ  𝑥 ك٢ ∗ ثبُ٘غجخ ُـ 𝐼.  

 . صٓشح رجبد٤ُخ  ∗,𝐼 : ٝ ثبُزب٢ُ 

 3 أ ∎

𝐻ُذ٣٘ب     =  2𝑛  ∕    𝑛𝜖℞    

+ℝ عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ  𝐻: ارٕ 
∗   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    لإٔ    2𝑛  𝜖 ℝ+
∗  

 ٌٖ٤ُ2𝑛 ٝ 2𝑚 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐻  

𝑥 :ُذ٣٘ب  ∗ 𝑦 =
𝑥𝑦

𝑥𝑦 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦 
 

=
𝑦𝑥

𝑦𝑥 +  1 − 𝑦  1 − 𝑥 
 

= 𝑦 ∗ 𝑥 

𝑥 :ُذ٣٘ب  ∗  𝑦 ∗ 𝑧 =
𝑥 𝑦 ∗ 𝑧 

𝑥 𝑦 ∗ 𝑧 +  1 − 𝑥  1 −  𝑦 ∗ 𝑧  
 

=
𝑥𝑦𝑧

𝑥𝑦𝑧 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦  1 − 𝑧 
 

⟺    ∀𝑥𝜖𝐼    ;    
𝑒

𝑥𝑒 +  1 − 𝑥  1 − 𝑒 
= 1 

⟺    ∀𝑥𝜖𝐼    ;    𝑥𝑒 + 1 − 𝑒 − 𝑥 + 𝑒𝑥 = 𝑒 

⟺    ∀𝑥𝜖𝐼    ;    𝑒 =
1

2
 𝜖  0,1  

⟺    ∀𝑥𝜖𝐼    ;    𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 

⟺    ∀𝑥𝜖𝐼    ;    
𝑥𝑒

𝑥𝑒 +  1 − 𝑥  1 − 𝑒 
= 𝑥 

⟺       ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐼2   ;   0 < 𝑥 ∗ 𝑦 < 1 

⟺       ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐼2   ;   𝑥 ∗ 𝑦 𝜖 𝐼 
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+ℝ  صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح   ×,𝐻 : ارٕ 
∗ ,× .  

 ب 3 ∎

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐻.  

   . ∗,𝐼   ٗؾٞ   ×,𝐻  رشبًَ ٖٓ  𝜑ارٕ 

 ٌٖ٤ُ2𝑛 ٖٓ ػ٘ظشا 𝐻.  

   . ∗,𝐼   ٗؾٞ   ×,𝐻  رشبًَ ٖٓ  𝜑: ُذ٣٘ب 

 .ٝ ٗؼِْ إٔ اُزشبًَ ٣ؾبكع ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح

    ∗,𝐼   صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح   ×, 𝜑 𝐻 ارٕ  

   . ∗,𝐼   صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح   ∗,𝐾 :  ٝ ثبُزب٢ُ 

 ( ن 2,5 ):   التمرين الثاني 

 أ 1 ∎

 ج 3 ∎

10𝑥:     ُذ٣٘ب  ≡ 2 19   

10𝑥+1:      ٗغذ 10ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزٞاكوخ ك٢ اُؼذد  ≡ 20 19   

20:     ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب  ≡ 1 19   

 ب 1 ∎

 . ػذد أ19٢ُُٝذ٣٘ب 

  : 𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡 ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ 

𝑎ٖٓ أعَ   = 10  ُذ٣٘ب  10 ∧ 19 = 1−1019:    ارٕ 1 ≡ 1 19    

1018:  أ١  ≡ 1 19    

 2 أ ∎

𝑑:  ٗؼغ  =  𝑥 + 1 ∧   : 𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡   ارٕ ؽغت 18

10𝑥+1:  ُذ٣٘ب  ≡ 10𝑥+1 𝑣 :    ارٕ  19 1 ≡ 1𝑣 19    

1018:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  ≡ 1018𝑢:   ارٕ  19 1 ≡ 1𝑢  19    

 : ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ  2  ٝ  1 ٗؼشة أُزٞاكوز٤ٖ 

≡ 1018𝑢+𝑣 𝑥+1:   ٣ؼ٢٘  1 19   

 ب 2 ∎

𝑑:    ُذ٣٘ب  = 18 ∧  𝑥 + 1   

𝑑:    ارٕ  ∖ 18  

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑑 𝜖  1 , 2 , 3 , 6 , 9 , 18   

:   ٝ ُذ٣٘ب 

 
  
 

  
 

10 ≡ 10 19 

102 ≡ 5 19 

103 ≡ 12 19 

106 ≡ 11 19 

109 ≡ 18 19 

1018 ≡ 1 19 

   

𝑑:   ٝ ثبُزب٢ُ  = 18  

 ج 2 ∎

18:   ُذ٣٘ب  = 18 ∧  𝑥 + 1   

18:   ارٕ  ∕  𝑥 + 1   

18:  ٝ ثٔب إٔ  ∕  −18    

18:   كبٕ   𝑥 + 1  − 18  

18:  أ١  ∕  𝑥 − 17    

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑥 ≡ 17 18    

2𝑛 :ُذ٣٘ب  ×  2𝑚  −1 = 2𝑛−𝑚  𝜖 𝐻 

𝜑 2𝑛 =
1

1 + 2𝑛
 𝜖 𝐾 

⟺     𝜑 𝐻 =  𝐾 

+ℝ   صٓشح عضئ٤خ ُـ   ×,𝐻 ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  
∗  أ 3   ؽغت اُغئاٍ ×,

10𝑥+1:    ارٕ  ≡ 1 19    

 ∀ 𝑎 ∧ 19 = 1   ;   𝑎19−1 ≡ 1 19  

∃  𝑢, 𝑣  𝜖 ℞2  ;   𝑑 = 18𝑢 +  𝑥 + 1 𝑣 

𝑥+1 𝑣 10:   ٣ؼ٢٘  ≡ 1 19    1  

1018𝑢:   ٣ؼ٢٘  ≡ 1 19    2  

1018𝑢 × 10𝑣 𝑥+1 ≡ 1 19  

10𝑑:   ٝ ثبُزب٢ُ  ≡ 1 19   

∗ 𝜑 𝑥 :ُذ٣٘ب  𝜑 𝑦 =  
1

1 + 𝑥
 ∗  

1

1 + 𝑦
  

=

1
 1 + 𝑥  1 + 𝑦 

1
 1 + 𝑥  1 + 𝑦 

+  1 −
1

1 + 𝑥
  1 −

1
1 + 𝑦

 
 

=
1

 1 + 𝑥  1 + 𝑦 
×

 1 + 𝑥  1 + 𝑦 

1 + 𝑥𝑦
 

=
1

1 + 𝑥𝑦
= 𝜑 𝑥𝑦  
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 .  ػذد ػوذ١ صبثذ 𝑎𝑓𝑓 𝐼ارٕ  
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 .رؼ٣ٞغ عَٜ ٣ٔ٘ؾي ٗظق ٗوطخ ٓغب٤ٗخ

 ( ن 4 ):   التمرين الثالث 

 الجزء الأول

∎ 1 

∎ 2 

𝑧 :  ٗ٘شش اُزؼج٤ش  + 2𝑖  𝑧2 + 𝛼𝑧 + 𝛽  ٗؾظَ ػ٠ِ  : 

 :ٝ ٓ٘ٚ ٗغز٘زظ ؽغت ٓجذأ ٓوبثِخ ٓؼبٓلاد اُؾذٝد ٖٓ ٗلظ اُذسعخ إٔ 

 ب 3 ∎

 أ 3 ∎

  ٌٖ٤ُ 𝑥 + 𝑖𝑦   5   عزسا ٓشثؼب ُِؼذد اُؼوذ١ − 12𝑖 .   

5   ارٕ اُغزسإ أُشثؼبٕ ُِؼذد اُؼوذ١ − 3 :  ٛٔـــب  12 − 2𝑖   ٝ  −3 + 2𝑖    

 :  أُؼبدُخ اُزب٤ُخ ℂُ٘ؾَ ك٢ 

𝑧1:  ارٕ  = −1 + 3𝑖  ٝ  𝑧2 = 2 + 𝑖   

:  روجَ صلاس ؽٍِٞ ٓخزِلخ ٝ ٢ٛ  𝐸 أُؼبدُخ : ٝ ثبُزب٢ُ 

−2𝑖  ٝ  2 + 𝑖  ٝ  −1 + 3𝑖  

  ٓضِش هبئْ اُضا٣ٝخ 𝐴𝐵𝐶 ٗغز٘زظ إٔ أُضِش   2  ٝ  1 ٖٓ 

  .𝐶ٝ ٓزغب١ٝ اُغبه٤ٖ ك٢ 

 2 أ ∎

     𝑀 𝑧   ٝ  𝑀1 𝑧1   ٝ  𝑀2 𝑧2:  ٗؼغ 

= ℛ1 𝑀:    ُذ٣٘ب  𝑀1  

= ℛ2 𝑀:    ُذ٣٘ب  𝑀2   

 2 ب ∎

   . 𝑀1𝑀2  ٢ٛ ٓ٘زظق اُوطؼخ  𝐼ُذ٣٘ب 

 ج 2 ∎

 𝑧 + 2𝑖  𝑧2 + 𝛼𝑧 + 𝛽 

= 𝑧3 +  𝛼 + 2𝑖 𝑧2 +  𝛽 + 2𝑖𝛼 𝑧 + 2𝑖𝛽 

 
2𝑖𝛽 = −10 1 + 𝑖    

𝛼 + 2𝑖 = − 1 + 2𝑖 
     ⟺      

𝛼 = − 1 + 4𝑖 
𝛽 = 5𝑖 − 5      

  

 𝑧 + 2𝑖  𝑧2 −  1 + 4𝑖 𝑧 − 5 + 5𝑖 = 0 

𝑧2 :٣غت ارٕ ؽَ أُؼبدُخ اُزب٤ُخ أٝلا  −  1 + 4𝑖 𝑧 − 5 + 5𝑖 = 0 

 الجزء الثاني

∎ 1 

 :ُذ٣٘ب 
𝑎 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
=

−1 + 3𝑖 − 2 − 𝑖

−2𝑖 − 2 − 𝑖
=

3 − 2𝑖

2 + 3𝑖
= −𝑖 = 𝑒

−𝑖𝜋
2  

 

  :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 
𝑎 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
 =  −𝑖 = 1 

 

⟺    𝑎𝑓𝑓 𝐼 =
𝑧1 + 𝑧2

2
 

⟺    𝑎𝑓𝑓 𝐼 = − 3 − 𝑖 −
 1 − 3𝑖  3 + 𝑖 3 

2
 

⟺    𝑎𝑓𝑓 𝐼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒 

 ٚ٘ٓ ٝ:  𝐶𝐵      , 𝐶𝐴               
 ≡

−𝜋

2
 2𝜋   1  

 

 :ارٕ 
𝐶𝐴

𝐶𝐵
= 1  2  

 

=∆ :ُذ٣٘ب   1 + 4𝑖 2 − 4 −5 + 5𝑖  

= 5 − 12𝑖 

=  3 − 2𝑖 2 

⟺      
 𝑥 + 𝑖𝑦 2 = 5 − 12𝑖   

 𝑥 + 𝑖𝑦 =  52 + 122
      

⟺      
 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦 = 5 − 12𝑖   

𝑥2 + 𝑦2 = 13                            
      

⟺      

 𝑥2 − 𝑦2 = 5
𝑥𝑦 = −6         

   

𝑥2 + 𝑦2 = 13   

      

⟺      
𝑥2 = 9
𝑦2 = 4

   

𝑥𝑦 = −6   

          ⟺      
𝑥 = 𝑥    أٝ   3− = 3

𝑦 = 𝑦    أٝ      2 = −2
       

⟺     𝑧1 − 𝑏 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑧 − 𝑏  

⟺     𝑧1 + 2𝑖 =  
1

2
+

 3

2
𝑖  𝑧 + 2𝑖  

⟺    𝑧1 =  
1 + 𝑖 3

2
 𝑧 −  3 − 𝑖 

⟺     𝑧2 − 𝑎 = 𝑒
−2𝑖𝜋

3  𝑧 − 𝑎  

⟺     𝑧2 + 1 − 3𝑖 =  
−1

2
−

 3

2
𝑖  𝑧 + 1 − 3𝑖  

⟺    𝑧2 = − 
1 + 𝑖 3

2
 𝑧 −  1 − 3𝑖  

3 + 𝑖 3

2
  

 . ٗوطخ صبثزخ ك٢ أُغز𝐼ٟٞ: أ١ 

5 − 12𝑖 
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 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ 0  ػ٘ظشا, +∞   
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lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 1 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 − 𝑥 = +∞ 

 2 أ ∎

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑓ُذ٣٘ب   لأٜٗب ٓغٔٞع داُز٤ٖ  ∞+

,0 هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ  +∞   

,0  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓ارٕ  +∞   

 ب 2 ∎

,0  داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓ُذ٣٘ب  +∞   

,0  روبثَ ٖٓ 𝑓ارٕ  ℝ ٗؾٞ طٞسرٚ   ∞+ =  −∞, +∞    

  .ℝ داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓−1ٝ روبثِٚ اُؼٌغ٢ 

∎ 3 

𝑥 0 +∞ 

+∞ 

−∞ 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 

𝑓 1 = 1 + ln 1 = 1 

𝑓 :ٝ ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 = 1 +
1

𝑥
> 0 

𝑓 𝑒 = e + ln e = e + 1 ≈ 3,72 

 4 أ ∎

𝑡    : ٖٓ أعَ رُي ٗؼغ  = 𝑓−1 𝑥     ٕار   :   𝑥 = 𝑓(𝑡) 

 ب 4 ∎

 : ٢ٛ ٓغبؽخ اُؾ٤ض أُزًٞس ك٢ اُغئاٍ ارٕ 𝐴ٗؼغ 

 𝑓−1 𝑥  :ُ٘ؾغت اُزٌبَٓ 
𝑒+1

1

𝑑𝑥 

 ٚ٘ٓ ٝ: 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓′ 𝑡  

𝑥 −∞ +∞ 

0 

𝑓−1 

+∞ 

C         

C          ′ 

𝐲 = 𝐱 

𝓲 

𝓳 

𝓞 

 ( ن 6 ):   التمرين الرابع 

∎ 1 

 𝑓−1 𝑥  : ارٕ 
𝑒+1

1

𝑑𝑥 =  𝑡𝑓′ 𝑡 
𝑒

1

𝑑𝑡 

=  𝑡𝑓(𝑡) 1
𝑒 −  𝑓(𝑡)

𝑒

1

𝑑𝑡 

=  𝑡𝑓(𝑡) 1
𝑒 −  

𝑡2

2
+ 𝑡𝑙𝑛 𝑡 − 𝑡 

1

𝑒

 

= 𝑒2 + 𝑒 − 1 −
𝑒2

2
−

1

2
 

=
𝑒2 + 2𝑒 − 3

2
≈ 4,9 

𝐴 =   𝑥 − 𝑓−1 𝑥  
𝑒+1

1

𝑑𝑥 

⟺     𝐴 =  𝑥𝑑𝑥
𝑒+1

1

−  𝑓−1 𝑥 
𝑒+1

1

𝑑𝑥 

⟺     𝐴 =  
𝑥2

2
 

1

𝑒+1

−  
𝑒2 + 2𝑒 − 3

2
  

⟺     𝐴 =  
𝑒2 + 2𝑒

2
 −  

𝑒2 + 2𝑒 − 3

2
  

⟺     𝐴 =
3

2
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 5 أ ∎

=  𝑥:   ٗؼغ  𝑥 + ln 𝑥 − 𝑛  

,0  داُخ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  ُذ٣٘ب  +∞    

= ′ 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  1 +
1

𝑥
> 0 

,0  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ ارٕ  +∞   

 ٚ٘ٓ ٝ  ٖٓ َ0  روبث, ,∞−   ٗؾٞ طٞسرٚ   ∞+ +∞    

,∞−  𝜖 0:  ٝ ثٔب إٔ    . ثبُزوبثَ 𝑥𝑛  كبٗٚ ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا  ∞+

!∃:    ٣ؼ٢٘   𝑥𝑛  𝜖  0, +∞   ;    𝑥𝑛 = 0      

!∃:   ثزؼج٤ش آخش   𝑥𝑛  𝜖  0, +∞   ;   𝑥𝑛 + ln 𝑥𝑛 = 𝑛      

 ب 5 ∎

 𝑥1 ؽَ أُؼبدُخ ٞٛ    :𝑥 + ln 𝑥 = 1  

𝑥1:   ارٕ  = 1  

= 𝑓 𝑥𝑛:  ٝ ُذ٣٘ب  𝑛 ٕار     :𝑥𝑛 = 𝑓−1 𝑛   

 :  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب كبٕ 𝑓−1:  ٝ ثٔب إٔ 

  𝑥𝑛+1 = 𝑓−1 𝑛 + 1 > 𝑓−1 𝑛 = 𝑥𝑛  

  𝐴  ٌٓجٞسح ثؼذد ؽو٤و٢ 𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕ ٗلزشع إٔ أُززب٤ُخ  

 .  ٓززب٤ُخ ٓزجبػذح𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕ  ٗغز٘زظ إٔ   2  ٝ  1 ٖٓ 

 أ ∎ 6

   ٌٖ٤ُ𝑛 𝜖 ℕ∗  

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :   ارٕ    𝑓 𝑛 ≥ 𝑓 𝑥𝑛      

  2    ؿ٤ش ٌٓجٞسح𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕ :  ارٕ 

𝑥𝑛+1ارٕ ٖٓ اُ٘ز٤غخ   > 𝑥𝑛  ٕٗغز٘زظ أ   𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕٓززب٤ُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب  . 

 1  

lim :أ١ 
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = +∞ 

⟺     𝑛 ≥ 1 

⟺    ln 𝑛 ≥ 0 

⟺    𝑛 + ln 𝑛 ≥ 𝑛 

⟺    𝑓 𝑛 ≥ 𝑓 𝑥𝑛  

≤  𝑓−1 𝑓 𝑛:     داُخ رضا٣ذ٣خ كبٕ 𝑓−1ٝ ثٔب إٔ  𝑓−1 𝑓 𝑥𝑛     

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :   ٝ ثبُزب٢ُ    𝑛 ≥ 𝑥𝑛  

 ب ∎ 6

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :      ُذ٣٘ب    𝑛 ≥ 𝑥𝑛  

 ج ∎ 6
𝑛 : ُذ٣٘ب  − ln 𝑛 ≤ 𝑥𝑛  

 :ارٕ 
𝑛 − 𝑥𝑛

𝑛
≤

ln 𝑛

𝑛
 

 ٚ٘ٓ ٝ:  
𝑛 − 𝑥𝑛

𝑛
 ≤

ln 𝑛

𝑛
 

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑛∞

 
𝑙𝑛 𝑛

𝑛
 = 0 

lim :كبٕ 
𝑛∞

 
𝑛 − 𝑥𝑛

𝑛
 = 0 

lim :أ١ 
𝑛∞

 
𝑥𝑛 − 𝑛

𝑛
 = 0 

𝑛:   ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئا٤ُٖ         ٝ        − ln 𝑛 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑛  ب أ 

 :ارٕ 
𝑛 − ln 𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
≤

𝑥𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
≤

𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
 

1 :٣ؼ٢٘  ≤
𝑥𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
≤

𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
 

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑛∞

 
𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑛∞
 

1

1 − 𝑙𝑛 𝑛
𝑛

 = 1 

≥ 1 :كبٕ 
𝑥𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
≤

𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛     
 

∞ ∞ 

1 
1 

 :ملاحظح 

 : ُذ٣٘ب 

lim
𝑛∞

 𝑛 − ln 𝑛 = lim
𝑛∞

𝑛  1 −
ln 𝑛

𝑛
 =  +∞  1 − 0 = +∞ 

𝑛 : ارٕ  − 𝑙𝑛 𝑛        ≤ 𝑥𝑛  

∞ 

+∞ 

lim :ٝ ٛزا د٤َُ آخش ػ٠ِ إٔ 
𝑛∞

𝑥𝑛 = +∞ 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :     ارٕ    𝑥𝑛 ≤ 𝐴  

⟺      ∀𝑛𝜖ℕ  ∶   𝑓 𝑥𝑛 ≤ 𝑓 𝐴 = 𝐵 

⟺      ∀𝑛𝜖ℕ  ∶   𝑛 ≤ 𝐵 

⟺      𝐵 ٌٓجٞسح ثبُؼذد ℕ أُغٔٞػخ  

⟺   ٓغزؾ٤َ     

⟺      ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    
𝑥𝑛

𝑛
≤ 1 

⟺      ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   ln  
𝑥𝑛

𝑛
 ≤ 0 

⟺      ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   ln 𝑥𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛 ≤ 0 

⟺      ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑥𝑛 + ln 𝑥𝑛          
𝑛

− 𝑙𝑛 𝑛 ≤ 𝑥𝑛  

⟺      ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛 ≤ 𝑥𝑛  

lim :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑛∞

 
𝑥𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
 = 1 
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∎ 

 ( ن 4):   التمرين الخامس 

1 

   . 0,1  داُخ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝑓𝑛ُذ٣٘ب 

;   𝑥 𝜖  0,1 ∀:   ٝ ُذ٣٘ب    𝑓𝑛
′ 𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛−1 > 0  

    0,1  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛: ارٕ 

 ٚ٘ٓ ٝ𝑓𝑛  ٖٓ َٗؾٞ    0,1  روبث   𝑓𝑛 0 , 𝑓𝑛 1    

= 𝑓𝑛 0:   ُذ٣٘ب  −1 < 0  

, 𝜖  𝑓𝑛 0 0:    ارٕ  𝑓𝑛 1     

   𝑓𝑛 ثبُزوبثَ  𝛼𝑛 ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا 0: ٝ ٓ٘ٚ 

!∃:     ٣ؼ٢٘   𝛼𝑛  𝜖  0,1    ;     𝑓𝑛 𝛼𝑛 = 0  

∎ 2 

 ٚ٘ٓ ٝ     :∀ 𝑥 𝜖  0,1    ;    𝑓𝑛+1 𝑥 > 𝑓𝑛 𝑥   

< 𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1:    ارٕ  𝛼𝑛+1 𝜖  0,1:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  𝑓𝑛 𝛼𝑛+1    

= 𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1:     ٝ ٗؼِْ إٔ  𝑓𝑛 𝛼𝑛 = 0  

< 𝑓𝑛 𝛼𝑛:    ارٕ  𝑓𝑛 𝛼𝑛+1    

 .   ٓززب٤ُخ ر٘بهظ٤خ هطؼب𝛼𝑛 𝑛≥2 ارٕ   

𝑛∀ :   ٝ ُذ٣٘ب  ≥ 2   ;   0 < 𝛼𝑛 < 1  

 0 ٓظـٞسح ثبُؼذد  𝛼𝑛 𝑛≥2  ٣ؼ٢٘ إٔ أُززب٤ُخ

 .  ٓززب٤ُخ ٓزوبسثخ 𝛼𝑛 𝑛≥2 :  ٝ ثبُزب٢ُ 

 3 أ ∎

  .  1 أُخبُق ُـ𝑡 ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب اُؼذد اُؾو٤و٢ 𝑡𝑛 𝑛𝜖ℕ ُذ٣٘ب 

ٝ 𝑓𝑛 1 =
1

2
+

1

3
+ ⋯ +

1

𝑛
> 0 

= 𝑓𝑛+1 𝑥 :ُذ٣٘ب  −1 + 𝑥 +
𝑥2

2
+

𝑥3

3
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛
+

𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
 

⟺    𝑓𝑛+1 𝑥 = 𝑓𝑛 𝑥 +
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
 

1 :ارٕ  + 𝑡 + ⋯ + 𝑡𝑛−1 =
1 − 𝑡𝑛

1 − 𝑡
=

1

1 − 𝑡
−

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

 :   كبٕ  𝑥 𝜖  0,1:   ٝ ثٔب إٔ 
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
> 0 

𝛼𝑛:     كبٕ  0,1  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛ٝ ثٔب إٔ  > 𝛼𝑛+1  

 3 ∎ ب
𝑡:  ُذ٣٘ب ٖٓ أعَ  ≠ 1   

 أ ∎ 4

= 𝑓𝑛 𝛼𝑛:   ٝ ٗؼِْ إٔ  0  

 ب ∎ 4

  1 + 𝑡 + ⋯ + 𝑡𝑛−1 
𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 =   
1

1 − 𝑡
−

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

⟺   𝛼𝑛 +
𝛼𝑛

2

2
+ ⋯ +

𝛼𝑛
𝑛

𝑛
= − ln 1 − 𝛼𝑛 −   

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

 𝛼𝑛 +
𝛼𝑛

2

2
+ ⋯ +

𝛼𝑛
𝑛

𝑛
= − ln 1 − 𝛼𝑛 −   

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

1− : ٣ؼ٢٘  + 𝛼𝑛 +
𝛼𝑛

2

2
+ ⋯ +

𝛼𝑛
𝑛

𝑛
= 0 

1  :ارٕ  = − ln 1 − 𝛼𝑛 −   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

 ٚ٘ٓ ٝ:  1 + ln 1 − 𝛼𝑛 = −  
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

𝛼𝑛:   ٝ ثٔب إٔ 
𝑛+1 < 1  

  :  كبٕ 
1

1 − 𝛼𝑛
  

𝛼𝑛
𝑛+1

𝑛 + 1
 ≤  

1

1 − 𝛼𝑛
  

1

𝑛 + 1
  

 : ٝ ثبُزب٢ُ 

   ∀𝑛 ≥ 2   ;   0 ≤   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 ≤  
1

1 − 𝛼𝑛
  

1

𝑛 + 1
  

 :ارٕ 

1 + 𝑡 + ⋯ + 𝑡𝑛−1 =
1

1 − 𝑡
−

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

0:    ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  ≤ 𝑡 ≤ 𝛼𝑛   

⟺    0 ≤ 1 − 𝛼𝑛 ≤ 1 − 𝑡 

⟺    
1

1 − 𝛼𝑛
≥

1

1 − 𝑡
≥ 0 

⟺    0 ≤
𝑡𝑛

1 − 𝑡
≤

𝑡𝑛

1 − 𝛼𝑛
 

⟺    0 ≤   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 ≤
1

 1 − 𝛼𝑛 
 𝑡𝑛

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

⟺    0 ≤   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 ≤  
1

1 − 𝛼𝑛
  

𝛼𝑛
𝑛+1

𝑛 + 1
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 ∎ 4 ج

≥ 0     : ُذ٣٘ب    
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 ≤  
1

1 − 𝛼𝑛
  

1

𝑛 + 1
 

           
 

+∞ 
+∞ 

0 
0 

lim : ارٕ 
𝑛∞

  
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 𝑑𝑡

𝛼𝑛

0

= 0 

 ٚ٘ٓ ٝ: lim
𝑛∞

 1 + ln 1 − 𝛼𝑛  = 0 

ℓ :ٗؼغ  = lim
𝑛∞

𝛼𝑛  

1 :ارٕ  + ln 1 − ℓ = 0 

⟺      ln 1 − ℓ = −1 

⟺      ln  
1

1 − ℓ
 = 1 

⟺    
1

1 − ℓ
 = 𝑒 

⟺    𝑒 1 − ℓ  = 1 

⟺    𝑒 − 𝑒ℓ = 1 

⟺    ℓ =
𝑒 − 1

𝑒
 

⟺    ℓ = 1 − 𝑒−1 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين
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