
 

  

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖ1  ػ٘ظش٣; +∞   
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 ( ن 3,5 ):   التمرين الأول 

∎ 1  𝐈  

𝑥:  ارٕ  ≥ 1   ٝ   𝑦 ≥ 1   

 ٚ٘ٓ ٝ  : 𝑥 ≥ 1   ٝ   𝑦 ≥ 1   

𝑥  :   ٣ؼ٢٘  +  𝑦 − 1 
2

≥ 1   

𝑥:   ارٕ  ⊥ 𝑦 𝜖  1; +∞    

  .𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ⊥: ٝ ثبُزب٢ُ 

∎  𝐈  2 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖ1  ػ٘ظش٣; +∞   

  .𝐼 هبٕٗٞ رجبد٢ُ ك٢ ⊥ٝ ٓ٘ٚ 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٝ 𝑧 ٍصلاصخ ػ٘بطش ٖٓ أُغب 𝐼.  

:1  هبٕٗٞ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ ⊥ارٕ  +∞ .  

∎  𝐈  3 

 ٌٖ٤ُ𝑒 ٕٞٗك٢ ⊥ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوب 𝐼.  

𝑥 :      ك٢ ؽبُخ  +  𝑒 − 1 = − 𝑥       

𝑒:  ٗؾظَ ػ٠ِ  =  1 − 2 𝑥 
2

   

 ٌُٖ  : 1 − 2 𝑥 
2

∉ 𝐼  لأٗٚ ُذ٣٘ب   𝑥 𝜖 𝐼  

𝑥 :  ارٕ  ≥ 0 ٚ٘ٓ ٝ   : 1 − 2 𝑥 
2

< 1  

𝑥 :  أٓب ك٢ ؽبُخ  +  𝑒 − 1 =  𝑥   

𝑒:  ٗؾظَ ػ٠ِ  = 1 𝜖  1; +∞    

 ٝ ٗؼِْ إٔ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ إ ٝعذ ٣ٌٕٞ دائٔب ٝؽ٤ذا

  .𝐼 ك٢ أُغٔٞػخ ⊥ ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوبٕٗٞ 1: ارٕ 

  𝐸 ٓظلٞكز٤ٖ ٖٓ  𝑀 𝑎  ٝ 𝑀 𝑏ُزٌٖ 

    (        ℝ ,×) M2   ٕار𝐸ٖٓ عضء ٓغزوش  

  𝐈𝐈  ∎ أ 2

∎  𝐈𝐈  1 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℝ∗  

 :ُذ٣٘ب 

𝜑 𝑥 × 𝑦 = 𝑀 𝑥𝑦 = 𝑀 𝑥 × 𝑀 𝑦 = 𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑦  

   ×,𝐸  ٗؾٞ  ×,∗ℝ  رشبًَ ٖٓ 𝜑ارٕ 

 ٌٖ٤ُ𝑀 𝑦  ٖٓ ػ٘ظشا  𝐸,×   

= 𝑥 ُ٘ؾَ أُؼبدُخ   𝑀 𝑦  ٍٜٞراد أُغ      𝑥  

𝜑 𝑥 = 𝜑 𝑦   ⟺   𝑀 𝑥 = 𝑀 𝑦  

  ⟺    𝑥 2 𝑥 − 1 
0 1

 =  
𝑦 2 𝑦 − 1 
0 1

  

  ⟺      𝑥 = 𝑦 

= 𝜑 𝑥أُؼبدُخ  : ٝ ثبُزب٢ُ  𝑀 𝑦  روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا ك٢  ℝ∗ ٞٛ ٝ 𝑦  

 :ٝ ثزؼج٤ش آخش 

 ٚ٘ٓ ٝ :𝜑  ٖٓ َروبث  ℝ∗,×   ٞٗؾ   𝐸,×    

   . ×,𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℝ  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  𝜑      :خلاصح

 ∀𝑀 𝑦  𝜖 𝐸   ∃! 𝑥 𝜖 ℝ∗  ∶   𝜑 𝑥 = 𝑀 𝑦  

2 ∎  𝐈𝐈  ب 

 .ٗؼِْ إٔ اُزشبًَ اُزوبث٢ِ ٣ؾبكع ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح 

   ×,∗ℝ   اٗطلاهب ٖٓ ث٤٘خ   ×,𝐸 ٗغز٘زظ ارٕ ث٤٘خ  

  .𝜑ػٖ ؽش٣ن اُزشبًَ اُزوبث٢ِ 

⟺      𝑥 ⊥ 𝑦 =   𝑦 +  𝑥 − 1 
2
 

⟺      𝑥 ⊥ 𝑦 = 𝑦 ⊥ 𝑥 

𝑥 :ُذ٣٘ب  ⊥ 𝑦 =   𝑥 +  𝑦 − 1 
2
 

⟺          𝑥 ⊥ 𝑦 ⊥ 𝑧 =   𝑥 +  𝑦 − 1 +  𝑧 − 1 
2
 

⟺          𝑥 ⊥ 𝑦 ⊥ 𝑧 =   𝑥 +   𝑦 +  𝑧 − 1 − 1 
2
 

⟺          𝑥 ⊥ 𝑦 ⊥ 𝑧 =   𝑥 +  𝑦 ⊥ 𝑧 − 1 
2
 

⟺          𝑥 ⊥ 𝑦 ⊥ 𝑧 = 𝑥 ⊥  𝑦 ⊥ 𝑧  

𝑥  :ُذ٣٘ب  ⊥ 𝑦 ⊥ 𝑧 =   𝑥 ⊥ 𝑦 +  𝑧 − 1 
2
 

⟺          ∀𝑥𝜖𝐼   ;   𝑥 ⊥ 𝑒 = 𝑒 ⊥ 𝑥 = 𝑥 

⟺     ∀𝑥𝜖𝐼     ;      𝑥 +  𝑒 − 1 
2

= 𝑥 

⟺      ∀𝑥𝜖𝐼   ;      𝑥 +  𝑒 − 1 = ± 𝑥 

× 𝑀 𝑎 :ُذ٣٘ب  𝑀 𝑏 =  
𝑎 2 𝑎 − 1 
0 1

  
𝑏 2 𝑏 − 1 
0 1

  

=  𝑎𝑏 2 𝑎𝑏 − 1 
0 1

 = 𝑀 𝑎𝑏  𝜖 𝐸 

φ 
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  صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ٛٞ اُؼذد   ×,∗ℝ  :  نذٌىا

 ٣وجَ 𝑥 ٝ ًَ ػ٘ظش 1اُؾو٤و٢ 
1

𝑥
 . ًٔٔبصَ

  𝜑 1  صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ٛٞ أُظلٞكخ    ×,𝐸  :  إرن

𝑀 روجَ ٓٔبصِخ ٝ ٢ٛ أُظلٞكخ   𝑀 𝑥ٝ ًَ ٓظلٞكخ   
1

𝑥
 .  

 :ٝ ُذ٣٘ب 

ٝ 

𝜑 1 = 𝑀 1 =  
1 0
0 1

 = 𝐼 

𝜑  
1

𝑥
 = 𝑀  

1

𝑥
 =  

1

𝑥
2  

1

𝑥
− 1 

0 1

  

2 ∎  𝐈𝐈  ج 

  𝐸 عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ ℋارٕ 

   . ×,𝐸   صٓشح عضئ٤خ ٖٓ   ×,ℋ :  ارٕ 

ℋ:  ارٕ  ⊂ 𝐸    ُذ٣٘ب ٝ:    
1 0
0 1

  𝜖 ℋ    

ℋ.     2𝑛ٓظلٞكز٤ٖ ٖٓ  ٝ :ُزٌٖ  2𝑛+1 − 2
0 1

      2𝑚 2𝑚+1 − 2
0 1

   

 رؼ٣ٞغ ٓجبشش ٝ ؽغبة عَٜ 

𝑎𝑧2:   ٛٔب ؽلا أُؼبدُخ 𝑧2 ٝ       ٗؼِْ أٗٚ ارا ًبٕ  + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0   

𝑧1 :كبٕ  ٝ + 𝑧2 =
−𝑏

𝑎
 𝑧1𝑧2 =

𝑐

𝑎
 

𝑧1𝑧2 :ٗغزؼَٔ اُؼلاهخ  =
𝑐

𝑎
 

 ( ن 3,5 ):   التمرين الثاني 

  𝐈  أ 1 ∎

  𝐈  ب 1 ∎

 𝐈𝐈  ∎ 1 أ 

𝑃:   ُذ٣٘ب  = 𝑟 𝐴   

𝑧𝑃 :     ارٕ ؽغت اٌُزبثخ اُؼوذ٣خ ُِذٝسإ  − 𝑧Ω = 𝑒
𝑖𝜋

3  𝑧𝐴 − 𝑧Ω   

 𝐈𝐈  ∎ 1 ب 

 :ك٢ اُجذا٣خ ُذ٣٘ب 

cos  
−4𝜋

3
 = cos  

4𝜋

3
 = cos  𝜋 +

𝜋

3
 = − cos  

𝜋

3
  

sin  
−4𝜋

3
 = −sin  

4𝜋

3
 = −sin 𝜋 +

𝜋

3
 = sin  

𝜋

3
  

⟺      𝐻𝑛 =  2𝑛 2𝑛+1 − 2
0 1

  

⟺      𝐻𝑛 =  2𝑛 2 2𝑛 − 1 
0 1

  

⟺      𝐻𝑛 =  𝑥 2 𝑥 − 1 
0 1

    ;    𝑥 = 2𝑛  

2𝑛    :ُذ٣٘ب  2𝑛+1 − 2
0 1

 ×  2𝑚 2𝑚+1 − 2
0 1

 
−1

  

=   2𝑛 2𝑛+1 − 2
0 1

 ×  2−𝑚 2 2−𝑚 − 1 
0 1

   

=   2𝑛−𝑚 2𝑛−𝑚+1 − 2
0 1

  𝜖 ℋ 

𝐵:   ٝ ث٘لظ اُطش٣وخ  = 𝑟 𝑄   

⟺       𝑧𝐵 − 𝑧Ω = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑧𝑄 − 𝑧𝛺  

⟺       𝑏 − 𝜔 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑞 − 𝜔  

⟺      𝑞𝑒
𝑖𝜋
3 =  𝑏 − 𝜔 + 𝜔𝑒

𝑖𝜋
3  

⟺      𝑞 = 𝑒
−𝑖𝜋

3  𝑏 − 𝜔 + 𝜔  2  

⟺       𝑝 − 𝜔 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑎 − 𝜔  

⟺      𝑝 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑎 − 𝜔 + 𝜔 

 1  

⟺      𝑧2 =
 

5
3

+ 4𝑖  1 −
2
3

𝑖 

 1 +
2
3 𝑖  1 −

2
3 𝑖 

 

⟺      𝑧2 =
9

13
 

13

3
+

26

9
𝑖  

⟺      𝑧2 = 3 + 2𝑖 

⟺      𝑧2 = 3  1 +
2

3
𝑖  

⟺      𝑧2 = 3𝑧1 

𝑧1𝑧2 :ارٕ  =  
5

3
+ 4𝑖  

𝑧1 
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 :ٗ٘طِن ارٕ ٖٓ اٌُزبثخ 
1 − 𝑒

𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

=
𝑒

4𝑖𝜋
3  𝑒

−4𝑖𝜋
3 − 𝑒−𝑖𝜋 

 1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3  

 

 

 

 

⟺       
1 − 𝑒

𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

=
𝑒

4𝑖𝜋
3  cos  

−4𝜋
3  + 𝑖 sin  

−4𝜋
3  + 1 

 1 − cos  
−𝜋
3

 − 𝑖 sin  
−𝜋
3

  
 

⟺       
1 − 𝑒

𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

= 𝑒
4𝑖𝜋

3   

 𝐈𝐈  ∎ 1 ج 

 𝑝 − 𝑎 = 𝜔 + 𝑎𝑒
𝑖𝜋
3 − 𝜔𝑒

𝑖𝜋
3 − 𝑎 

⟺        𝑝 − 𝑎 = 𝜔  1 − 𝑒
𝑖𝜋
3  + 𝑎  𝑒

𝑖𝜋
3 − 1  

⟺        𝑝 − 𝑎 =  1 − 𝑒
𝑖𝜋
3   𝜔 − 𝑎  

𝑞  :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  − 𝑏 = 𝜔 + 𝑏𝑒
−𝑖𝜋

3 − 𝜔𝑒
−𝑖𝜋

3 − 𝑏 

⟺        𝑞 − 𝑏 = 𝜔  1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3  + 𝑏  𝑒
−𝑖𝜋

3 − 1  

⟺        𝑞 − 𝑏 =  1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3   𝜔 − 𝑏  

 ٚ٘ٓ ٝ:    
𝑝 − 𝑎

𝑞 − 𝑏
=  

1 − 𝑒
𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

  
𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 =  

𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 𝑒

4𝑖𝜋
3  

    :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑝 − 𝑎

𝑞 − 𝑏
=  

𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 𝑒

4𝑖𝜋
3   3  

 𝐈𝐈  2 ∎ أ 

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  3 ثبلإعزؼبٗخ ثبُؼلاهخ 

𝑝 :    ارٕ  − 𝑎 =  𝑞 − 𝑏   

=      𝐴𝑃:   ٣ؼ٢٘  𝐵𝑄        

 . ٓزٞاص١ أػلاع𝐴𝑃𝐵𝑄:  ٝ ٓ٘ٚ ؽغت اُزؼش٣ق أُزغ٢ٜ ُٔزٞاص١ الأػلاع 

     :ٗلزشع إٔ 
𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 = 𝑒

2𝑖𝜋
3  

   
𝑝 − 𝑎

𝑞 − 𝑏
=  

𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 𝑒

4𝑖𝜋
3  

  ⟺       
𝑝 − 𝑎

𝑞 − 𝑏
= 𝑒

2𝑖𝜋
3 × 𝑒

4𝑖𝜋
3 = 𝑒2𝑖𝜋 = 1 

 𝐈𝐈  ∎ 2 ب 

  : 1 ُذ٣٘ب ؽغت اُ٘ز٤غخ 

 𝑝 − 𝑎 = 𝜔 + 𝑎𝑒
𝑖𝜋
3 − 𝜔𝑒

𝑖𝜋
3 − 𝑎 

     2 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت اكزشاع اُغئاٍ     
𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 = 𝑒

2𝑖𝜋
3  

𝜔     :ارٕ  − 𝑏 = 𝑒
−2𝑖𝜋

3  𝜔 − 𝑎  

 :ٝ ُذ٣٘ب ٖٓ عٜخ أخشٟ 

    𝑏 − 𝑎 =  𝜔 − 𝑎 −  𝜔 − 𝑏  

⟺        𝑝 − 𝑎 =  1 − 𝑒
𝑖𝜋
3   𝜔 − 𝑎   4  

 5  

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  5 ارٕ ثبعزؼٔبٍ اُؼلاهخ 

    𝑏 − 𝑎 =  𝜔 − 𝑎 −  𝜔 − 𝑏  

   ⟺      𝑏 − 𝑎 =  𝜔 − 𝑎 − 𝑒
−2𝑖𝜋

3  𝜔 − 𝑎  

   ⟺      𝑏 − 𝑎 =  𝜔 − 𝑎  1 − 𝑒
−2𝑖𝜋

3    6  

 : ٗغز٘زظ إٔ  6  ٝ  4 ٖٓ 

   
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
=

 𝜔 − 𝑎  1 − 𝑒
−2𝑖𝜋

3  

 1 − 𝑒
𝑖𝜋
3   𝜔 − 𝑎 

=
1 − 𝑒

−2𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
𝑖𝜋
3

 

  ⟺      
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
=

1 − 𝑐𝑜𝑠  
2𝜋
3  + 𝑖 𝑠𝑖𝑛  

2𝜋
3  

1 − 𝑐𝑜𝑠  
𝜋
3 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛  

𝜋
3 

 

  ⟺      
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
=

1 +
1
2 +

𝑖 3
2

1 −
1
2 −

𝑖 3
2

=
3 + 𝑖 3

1 − 𝑖 3
 

 أ 1  ٖٓ اُغئاٍ 2  ٝ  1 ُذ٣٘ب ؽغت اُؼلاهز٤ٖ 

⟺       
1 − 𝑒

𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

=
𝑒

4𝑖𝜋
3  − cos  

𝜋
3
 + 𝑖 sin  

𝜋
3
 + 1 

 1 − cos  
𝜋
3
 + 𝑖 sin  

𝜋
3
  

 

 1  

 2  
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  ⟺      
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
=

1

4
 3 + 𝑖 3  1 + 𝑖 3 = 𝑖 3 

      :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
 = 𝑖 3 

 . ٓزٞاص١ أػلاع ٝ اؽذٟ صٝا٣بٙ هبئٔخ𝐴𝑃𝑄𝐵: ٝ ثٔب إٔ 

 .  ٓغزط𝐴𝑃𝑄َ٤     كبٕ

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثالث 

 ∎ أ 1

 ٝ 7 ٝ 5 ٝ 3 ٝ 2:  ٢ٛ 503ُذ٣٘ب الأػذاد الأ٤ُٝخ اُز٢ ٓشثؼبرٜب أطـش ٖٓ 

  .503 ٝ لا أؽذ ٖٓ ٛزٙ الأػذاد ٣وغْ اُؼذد 19 ٝ 17 ٝ 13 ٝ 11

 . ػذد أ503٢ُٝارٕ 

 ∎ 1 ب

 . ػذد أ٢ُٝ ًزُي7 ػذد أ٢ُٝ ٝ 503ثٔب إٔ 

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡      : 7503−1 كبٗٚ ؽغت  ≡ 1 503   

7502:   ٣ؼ٢٘  ≡ 1 503    

 ٚ٘ٓ ٝ : 7502 4 ≡ 14 503      

72008:     أ١  ≡ 1 503    

  . 𝐸  ؽَ خبص ُِٔؼبدُخ  1,8 : ُذ٣٘ب 

∎ 2 

 ٌٖ٤ُ ٝ 𝑥, 𝑦  اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ  𝐸 .  

 :ٗ٘غض ػ٤ِٔخ اُلشم ث٤ٖ أُؼبدُز٤ٖ ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ 

49ثٔب إٔ   ∧ 6 = 49:ٗؾظَ ػ٠ِ  : 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠  كبٗٚ ؽغت 1 ∕  𝑦 − 8   

 ٚ٘ٓ ٝ   : ∃𝑘𝜖℞   ;   𝑦 = 49𝑘 + 8   

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗  ثو٤ٔزٚ ك٢ أُؼبدُخ 𝑦ٗؼٞع 

6𝑘 49:   ُذ٣٘ب  : ػكسٍا  + 1 − 6 49𝑘 + 8 = 1  

 :ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ  رٌزت ػ٠ِ شٌَ : ٝ ثبُزب٢ُ 

49 𝑥 − 1 = 6 49𝑘  

⟹      49 ∕ 6 𝑦 − 8  

⟺     𝑥 = 6𝑘 + 1 

𝒮 =     6𝑘 + 1 ; 49𝑘 + 8    ∕     𝑘𝜖℞  

 3 ∎ أ

 ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب اُؼذد اُؾو٤و٢        ٗؼِْ أٗٚ ارا ًبٗذ 

 : كبٕ 𝑞اُـ٤ش أُ٘ؼذّ 

 : ارٕ 7 ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب 7𝑛ُذ٣٘ب 

72006 ارٕ اُضٝط  , 𝑁  ؽَ ُِٔؼبدُخ  𝐸 .  

1 + 𝑞 + 𝑞2 +∙∙∙∙∙ +𝑞𝑛 =
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
 

1 + 7 + 72 +∙∙∙∙∙ +72007 =
72007+1 − 1

7 − 1
 

 3 ∎ ب

49 𝑥 − 1 = 6 𝑦 − 8   ∗  

  :ارٕ 
49 × 1 − 6 × 8 = 1
49𝑥 − 6𝑦 = 1         

  

  ⟹      𝑎𝑟𝑔  
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
 ≡ 𝑎𝑟𝑔 𝑖 3  2𝜋  

  ⟹      𝑎𝑟𝑔  
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
 ≡

𝜋

2
 2𝜋  

  ⟹       𝐴𝑃      , 𝐴𝐵       
            

≡
𝜋

2
 2𝜋  

  ⟹  𝑃𝐴 𝐵 زاوٌة قائمة     

⟺     𝑁 =
72008 − 1

6
 

⟺     72008 − 6𝑁 = 1 

⟺     72 ∙ 72006 − 6𝑁 = 1 

⟺     49 ∙ 72006 − 6𝑁 = 1 

 
72 ≡ 1 4    

73 ≡ −1 4 
  

 
74 ≡ 1 4    

75 ≡ −1 4 
  

 
72006 ≡ 1 4    

72007 ≡ −1 4 
  

 
1 ≡ 1 4    
7 ≡ −1 4 

 :ُذ٣٘ب   

⋮ ⋮ 

𝑞𝑛  

𝐵 
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 ٌٖ٤ُ𝑥   ٖٓ 1,0−  ػ٘ظشا .  
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 :ٗغٔغ ٛزٙ أُزٞاكوبد ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ 

1 + 7 + 72 + 73 +∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ +72006 + 72007 ≡ 0 4  

4:  ٝ ٗؼِْ إٔ  ∕ 𝑁  ٝ  503 ∕ 𝑁    

72008 ُذ٣٘ب ؽغت  ب 1 ≡ 1 503  503 ∕  72008 −  :ارٕ   1

4:  ارٕ  × 503 ∕ 𝑁 2012:      ٣ؼ٢٘ ∕ 𝑁   

 ( ن 7,5 ):   التمرين الرابع 

∎ 1  𝐈  

,0  ٝ اشبسرٜب ٓٞعجخ ػ٠ِ أُغبٍ  0 ر٘ؼذّ ك٢ ′𝑔: ارٕ  +∞ .   

 ٚ٘ٓ ٝ𝑔 ٍ0  داُخ رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ أُغب, +∞ .  

= 𝑔′ 𝑥 :ُذ٣٘ب 
1

1 + 𝑥
−  

 1 + 𝑥 − 𝑥

 1 + 𝑥 2   

⟺    𝑔′ 𝑥 =
𝑥

 1 + 𝑥 2
 

∎  𝐈  2 

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ 0  ػ٘ظشا, +∞ .   

𝑥ارٕ   ≥ 0 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑔(𝑥) ≥ 𝑔(0) = 0   

,𝑥𝜖 0∀:  ٝ ثبُزب٢ُ  +∞   ;   𝑔 𝑥 ≥ 0      

 𝐈𝐈  ∎ 1 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 𝑙𝑛 1 + 𝑒−𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑙𝑛 1 + 𝑒−𝑥 

𝑒−𝑥
 

𝑡 :ٗؾظَ ػ٠ِ  :ٗؼغ  = 𝑒−𝑥  

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑙𝑛 1 + 𝑡 − 𝑙𝑛 1 + 0 

𝑡 − 0
=

1

1 + 0
= 1 

∎  𝐈𝐈  2 

 ٌٖ٤ُ𝑥  ػذدا ؽو٤و٤ب . 

𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒𝑥 𝑙𝑛 1 + 𝑒−𝑥 + 𝑒𝑥  
−𝑒−𝑥

1 + 𝑒−𝑥  

⟺    𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒𝑥  𝑙𝑛 1 + 𝑒−𝑥 −  
−𝑒−𝑥

1 + 𝑒−𝑥   

⟺    𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒𝑥𝑔 𝑒−𝑥  

𝑓:   ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 = 𝑒𝑥𝑔 𝑒−𝑥   

∎  𝐈𝐈  3 

 . لا ر٘ؼذّ أثذا ٝ اشبسرٜب ٓٞعجخ دائٔب ′𝑓ارٕ 

 : ًٔب ٢ِ٣ 𝑓ٝ ٗغز٘زظ عذٍٝ رـ٤شاد 

𝓞 

𝟏 

−𝟏 

𝟏 −𝟏 −𝟎, 𝟕 

𝟎, 𝟓 

𝒍𝒏𝟐 

−𝒍𝒏𝟐 
−𝟎, 𝟓 

C         ′ 

C         

∎  𝐈𝐈  5 

1− :  ارٕ  < 𝑥 < 0   ٚ٘ٓ ٝ 𝑒−𝑥 < 𝑒  ٝ  𝑒𝑥 < 1  

> 𝑔 𝑒−𝑥:  ٣ؼ٢٘  𝑔 𝑒   ٝ  𝑒𝑥 < 1   

0:   ارٕ  < 𝑒𝑥𝑔 𝑒−𝑥 < 𝑔 𝑒  0:     أ١ < 𝑓 ′ 𝑥 < 𝑔 𝑒     

⟺      𝑁 ≡ 0 4  

72008 :  ٝ ٗؼِْ إٔ  − 1 = 6N ٕ503:    ار ∕ 6𝑁   

3 ػذد أ٢ُٝ ٝ 503ٝ ثٔب إٔ  × ∧6:  كبٕ 6 ٛٞ اُزل٤ٌي الأ٢ُٝ ُِؼذد 2 503 = 1   

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠   : 503 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت  ∕ 𝑁  

𝑁:  ٝ ثبُزب٢ُ  ≡ 0 503    

 3 ∎ ج

503:  ُذ٣٘ب  ∧ 4 =  .  ػذد أ503٢ُٝ:     لإٔ 1

 4 ٛٞ اُزل٤ٌي الأ٢ُٝ ُِؼذد 22ٝ لإٔ 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 𝑙𝑛 1 + 𝑒−𝑥 = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 𝑙𝑛  1 +
1

𝑒𝑥
  

= lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 𝑙𝑛  
𝑒𝑥 + 1

𝑒𝑥   

= lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥  𝑙𝑛 𝑒𝑥 + 1 − 𝑙𝑛 𝑒𝑥   

= lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 𝑙𝑛  𝑒𝑥 + 1 − 𝑥𝑒𝑥 = 0 

0+ 0+ 0− 

−∞ −∞ −∞ 

𝑥 −∞ +∞ 

1 

0 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 

∎  𝐈𝐈  4 
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∎  𝐈𝐈  6 

=  𝑥:    ٗؼغ  𝑓 𝑥 + 𝑥  

= ′ 𝑥:   ُذ٣٘ب  𝑓 ′ 𝑥 + 1   

𝑓:  ثٔب إٔ  5 ′ 𝑥 >    ؽغت اُغئا0ٍ

< ′ 𝑥:   كبٕ  1 > 0 ٚ٘ٓ ٝ    : داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  ℝ  

 ٚ٘ٓ ٝ :  ٍروبثَ ٖٓ أ١ ٓغب  𝑥, 𝑦  ٖٓ  ℝ ٗؾٞ طٞسرٚ ثبُذاُخ .  

  . 1,0− ٗخزبس أُغبٍ   

     𝑓  −1,0  ٗؾٞ   1,0−  روبثَ ٖٓ   ارٕ 

=    −1,0:     ٝ ُذ٣٘ب    −1 ,  0  ≈  
−1

2
, 𝑙𝑛2    

   . 1,0−  ك٢ أُغبٍ  كبٕ اُظلش ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا ثبُزوبثَ 

!∃:   ٝ ثزؼج٤ش آخش   𝛼 𝜖  −1,0   ;    𝛼 = 0  

≠  −1:   ٝ ثٔب إٔ   0 ≠ 0  

!∃:    كبٕ   𝛼 𝜖  −1,0   ;    𝛼 = 0  

0:    ثٔب إٔ  ≤ 𝑓 ′(𝑥) ≤ 𝑔(𝑒)   

  𝜖 0 :ٝ ثٔب إٔ 
−1

2
, 𝑙𝑛2  

!∃:    أ١   𝛼 𝜖  −1,0   ;   𝑓 𝛼 + 𝛼 = 0  

∎  𝐈𝐈  7 أ 

𝑛ٖٓ أعَ  = 1−:    ُذ٣٘ب 0 ≤ 𝑢0 = 0 ≤ 0  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    ٗلزشع إٔ   −1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 0  

;   𝑓     :  ∀𝑥𝜖ℝؽغت اُزٔض٤َ أُج٤ب٢ٗ ُِذاُخ    𝑓(𝑥) ≥ 0  

𝑢𝑛:  ٝ ُذ٣٘ب ؽغت الإكزشاع  ≤ 0   

≥ 𝑓 𝑢𝑛:  ارٕ  𝑙𝑛2  ٕلأ  𝑓 رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ  ℝ.  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :   ٝ ثبُزب٢ُ ؽغت ٓجذأ اُزشعغ   −1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 0   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    ارٕ   𝑓 𝑢𝑛 ≥ 0 

 1  

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝑓 𝑢𝑛 ≤ 𝑙𝑛2:     لإٔ 1 ≈ 0,6   

 2  

 𝐈𝐈  7 ∎ ب 

 . ℝًِٚ داُخ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑓ُذ٣٘ب 

  ℝٗغزط٤غ ارٕ رطج٤ن ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ ػ٠ِ أ١ ٓغبٍ ٖٓ 

,𝛼  ٝ اُز١ ع٘شٓض ُٚ ثبُشٓض 𝛼 ٝ       ٗخزبس أُغبٍ اُز١ ؽشكبٙ  𝑢𝑛                 

  .𝛼 أّ 𝑢𝑛لأٗ٘ب لا ٗذس١ ٖٓ الأًجش َٛ 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    كبٕ    0 ≤ 𝑓 ′(𝑥) 𝑢𝑛 − 𝛼 ≤ 𝑔(𝑒) 𝑢𝑛 − 𝛼    

 ٚ٘ٓ ٝ    : ∀𝑛𝜖ℕ   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤ 𝑔(𝑒) 𝑢𝑛 − 𝛼   

∎  𝐈𝐈  7 ج 

𝑛 ٖٓ أعَ   −  :  ٗؾظَ ػ٠ِ  1

 ب :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ      

     ∀𝑛𝜖ℕ   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤ 𝑔(𝑒) 𝑢𝑛 − 𝛼   

⟺     ∀𝑛𝜖ℕ   ;  −1 ≤ −𝑓 𝑢𝑛 ≤ 0 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :      ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ   0 ≤ 𝑓 𝑢𝑛 ≤ 1   

⟺     ∀𝑛𝜖ℕ   ;  −1 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 0 

⟹    ∃ 𝑐 𝜖  𝛼, 𝑢𝑛                  ;    
𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
= 𝑓 ′(𝑐) 

⟹    ∃ 𝑐 𝜖  𝛼, 𝑢𝑛                  ;     𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼  = 𝑓 ′(𝑐) 𝑢𝑛 − 𝛼  

⟹    ∃ 𝑐 𝜖  𝛼, 𝑢𝑛                  ;     −𝑢𝑛+1 + 𝛼 = 𝑓 ′(𝑐) 𝑢𝑛 − 𝛼  

⟹    ∃ 𝑐 𝜖  𝛼, 𝑢𝑛                  ;     𝑢𝑛+1 − 𝛼 = 𝑓 ′(𝑐) 𝑢𝑛 − 𝛼  

 𝑢𝑛 − 𝛼 ≤ 𝑔(𝑒) 𝑢𝑛−1 − 𝛼  

≤  𝑔(𝑒) 2 𝑢𝑛−2 − 𝛼  

≤  𝑔(𝑒) 3 𝑢𝑛−3 − 𝛼  

≤  𝑔(𝑒) 𝑛  𝑢𝑛−𝑛 − 𝛼  

⋮ ⋮ 

𝑢𝑛  

 𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  𝑔(𝑒) 𝑛  0 − 𝛼   ٕار: 

0 :  كبٕ  − 𝛼 =  𝛼 < 1    

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    ٝ ثبُزب٢ُ     𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  𝑔(𝑒) 𝑛   

 6    ٝ رُي ؽغت اُغئاٍ 𝛼 𝜖  −1,0:   ٝ ثٔب إٔ 

Administrateur
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,𝑥 𝜖  0 ∀ :    ثٔب إٔ  +∞     ;   𝐹′ 𝑥 = 0  
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 𝐈𝐈  7  ∎ د

 ٝ ٛٞ ػذد 𝑔(𝑒)ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب                 ٝ ٗلاؽع إٔ

 1ٓٞعت أطـش ٖٓ 

> 𝑔 𝑒:    لإٔ  0,6 < 1  

 :ٝ ٓ٘ٚ ؽغت ٓظبد٣ن روبسة أُززب٤ُبد ٗغز٘زظ إٔ 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  𝑔(𝑒) 𝑛  

 ج 7 ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ

lim :ارٕ 
𝑛→+∞

 𝑔(𝑒) 𝑛 = 0 

lim
𝑛→+∞

 𝑢𝑛 − 𝛼 = 0 

lim : أ١ 
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝛼 

 ∎ أ 2

,0  ػ٠ِ  𝜓ارٕ ك٢ٜ روجَ داُخ أط٤ِخ   :    ثؾ٤ش  ∞+

= 𝐹 𝑥:   ثٔب إٔ  𝜓 𝑥 − 𝜓  
1

𝑥
    

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝐹كبٕ    لأٜٗب ٓغٔٞع داُخ ٝ ٓشًت  ∞+

,0 داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ   +∞    

,0 ٓزظِخ ػ٠ِ   :ُذ٣٘ب اُذاُخ  +∞    𝑡 →
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

ٝ 𝜓 𝑥 − 𝜓 0 =   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

𝑥

0

𝑑𝑡 𝜓′ 𝑥 =
ln 𝑥

1 + 𝑥2
 

 ( ن 2,5 ):   التمرين الخامس 

1 ∎ 

𝐹 1 =   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

1

1

𝑑𝑡 = 0 

 ب ∎ 2

,𝑥 𝜖  0 ∀ :   كبٕ  +∞    ;   𝐹 𝑥 = 𝑐 𝜖 ℝ  

= 𝐹 1   :ٝ ثٔب إٔ  𝑐 كبٕ      0 = 0   

,𝑥 𝜖  0 ∀ :ٝ ثبُزب٢ُ  +∞     ;   𝐹 𝑥 = 0     

3 ∎ 

𝐹 𝑥 =   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 = 0 

⟺     𝐹 𝑥 =   
1

1 + 𝑡2
 

     
 ln 𝑡    

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

𝑣′ 
𝑢 

⟺      𝐹 𝑥 =   𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡   ln 𝑡  1
𝑥

𝑥
−  

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

⟺      𝐹 𝑥 = ln 𝑥 ∙ 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 − 𝑙𝑛  
1

𝑥
 ∙ 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

𝑥
 

−  
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

⟺      𝐹 𝑥 =  𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
  ln 𝑥

−  
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

 ∗  

4 ∎ 

 : ثٔب ٢ِ٣ ∗ℝ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝜑ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ 

,∞−  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ًَ ٖٓ أُغب٤ُٖ  𝜑ُذ٣٘ب  0   ٝ   0, +∞    

لأٜٗب رؼْ دٝاٍ اػز٤بد٣خ ًِٜب ٓؼشكخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  

 −∞, 0  ٝ   0, +∞    

𝜑 𝑥 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
 + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  

= 𝐹′ 𝑥 : ٝ ُذ٣٘ب  𝜓′ 𝑥 +  
1

𝑥
 
′

𝜓′  
1

𝑥
  

=  
ln 𝑥

1 + 𝑥2
 −  

−1

𝑥2
  

ln  
1
𝑥 

1 +  
1
𝑥 

2  

=  
ln 𝑥

1 + 𝑥2
 −  

ln 𝑥

1 + 𝑥2
 = 0 

= 𝜑′ 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب   
1

𝑥
 
′

 
1

1 +  
1
𝑥 

2 +  
1

1 + 𝑥2
  

=  
−1

𝑥2
  

𝑥2

1 + 𝑥2 +  
1

1 + 𝑥2
  

=
−1

𝑥2 + 1
+

1

1 + 𝑥2
= 0 

 𝑔 𝑒  
𝑛
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,0  داُخ صبثزخ ػ٠ِ ًَ ٖٓ أُغب٤ُٖ  𝜑ارٕ  +∞   ٝ   −∞, 0    

 : ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑐2 ٝ      ٝ رُي ٖٓ أعَ ا٣غبد 1− ٝ 1 ثبُو٤ٔز٤ٖ 𝑥ٗؼٞع 

  :أٝ ثزؼج٤ش آخش 
∀𝑥𝜖 −∞, 0   ;   𝜑 𝑥 = 𝑐1𝜖ℝ

∀𝑥𝜖 0, +∞   ;   𝜑 𝑥 = 𝑐2𝜖ℝ
  

 
𝑐1 = 𝜑 −1 = 2𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 −1 = 2  

−𝜋

4
 =

−𝜋

2

𝑐2 = 𝜑 1 = 2𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 1 = 2  
𝜋

4
 =

𝜋

2
             

  

 :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝜑 𝑥 =   

𝜋

2
   ;    ∀𝑥 > 0 

 
−𝜋

2
    ;    ∀𝑥 < 0

  

⟺        ∀𝑥 > 0     ;    𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
 + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 =

𝜋

2
  

 ∗∗  ⟺        ∀𝑥 > 0     ;    𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
 =

𝜋

2
− 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥   

4 ∎ 

 . ك٢ الإعبثخ ػ٠ِ ٛزا اُغئاٍ ∗∗  ٝ  ∗ ٗغزـَ ارٕ اُ٘ز٤غز٤ٖ 

𝑥∀ :      ُذ٣٘ب  > 0    ;    𝐹 𝑥 = 0   

 :ارٕ 

   𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
  ln 𝑥 −  

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 = 0 

 ⟺      
𝜋

2
 ln 𝑥 −  

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

1

1
𝑥

𝑑𝑡 = 0 

 ⟺      
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 =
𝜋

2
ln 𝑥 

 ⟺     
2

𝜋
 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 = ln 𝑥 

𝑥∀  :ٓب ٣ٜٔ٘ب ٖٓ ٛزٙ اُ٘ز٤غخ ٛٞ   > 0     ;    𝜑 𝑥 =
𝜋

2
  

𝑐1 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين
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