
 

 

  

 

 الإمتحــــــان الوطني الموحد 
 لنيل شهادة البكالوريـــــــــــــا

 2013الدورة العــــــــــــادية  
 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مــــادة الريــــــــــــــاضيات
 العلوم الرياضـــــــــــية أ و ب

 أربع ساعـــــــات: مدة الإنجاز 
 9: المعــــــــــــــــــــــــــــــامل 
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, ℞ ٗزًش إٔ   . ؽِوخ ٝاؽذ٣خ رجبد٤ُخ ٝ ًبِٓخ  ×, +

( ن 3,5 ): انتمشٌه الأول   

 

,𝑥 ∀:   أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ ∗ ثوبٕٗٞ اُزش٤ًت اُذاخ٢ِ ℞ٗضٝد  𝑦 𝜖℞2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 2 

 . رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ∗ث٤ٖ إٔ اُوبٕٗٞ 

 . روجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ٣زْ رؾذ٣ذٙ  ∗, ℞ : ث٤ٖ إٔ 

 . صٓشح رجبد٤ُخ  ∗, ℞ : ث٤ٖ إٔ 

,𝑥 ∀:  أُؼشف ثـ ⊺ ثوبٕٗٞ اُزش٤ًت اُذاخ٢ِ ℞ٗضٝد  𝑦 𝜖℞2 ;  𝑥 ⊺ 𝑦 = 𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 6 

;   ℞𝑥𝜖∀ :     أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ ℞ ٗؾٞ ℞ ٖٓ 𝑓ٝ ٗؼزجش اُزطج٤ن    𝑓 𝑥 = 𝑥 + 2 

  . ⊺, ℞  ٗؾٞ  ×, ℞  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ 𝑓ث٤ٖ إٔ اُزطج٤ن 

,𝑥  ∀:    ث٤ٖ إٔ  𝑦, 𝑧  𝜖 ℞3  ;    𝑥 ∗ 𝑦 ⊺ 𝑧 =  𝑥 ⊺ 𝑧 ∗  𝑦 ⊺ 𝑧  

 . ؽِوخ رجبد٤ُخ ٝ ٝاؽذ٣خ  ⊺, ∗, ℞ : اعز٘زظ ٖٓ ًَ ٓب عجن إٔ 

𝑥   :ث٤ٖ إٔ  ⊺ 𝑦 = 𝑥   ارا ٝكوؾ ارا ًبٕ    2 = 𝑦  أٝ  2 = 2.   

 . ًبِٓخ  ⊺, ∗, ℞ اعز٘زظ إٔ اُؾِوخ 

 (ػَِ اُغٞاة  ) عغْ ؟  ⊺, ∗, ℞ َٛ 

( ن 3,5 ) : انثاوًانتمشٌه   

 ٌٖ٤ُ𝑎 ّػذدا ػوذ٣ب ؿ٤ش ٓ٘ؼذ . 

  :  𝑧 أُؼبدُخ راد أُغٍٜٞ ℂٗؼزجش ك٢ أُغٔٞػخ 

1− :   ٛٞ   رؾون إٔ ٤ٔٓض أُؼبدُخ  + 𝑖 3 
2
𝑎2.   

  . 𝐸  أُؼبدُخ ℂؽَ ك٢ 

,𝑂 أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ  𝑢  , 𝑣    

𝑎  ٝ  𝑏:   اُز٢ أُؾبهٜب ػ٠ِ اُزٞا٢ُ 𝐴 ٝ 𝐵 ٝ 𝑀ٗؼزجش اُ٘وؾ  = 𝑎𝑒
𝑖𝜋

3  ٝ  𝑧.   

 ٌٖ٤ُ𝑟 ٙاُذٝسإ اُز١ ٓشًض 𝑀 ٚصا٣ٝز ٝ 
𝜋

3
𝐴1:  ٗؼغ  .  = 𝑟−1 𝐴   ٝ  𝐵1 = 𝑟 𝐵    

 ( 𝑟 ٛٞ اُذٝسإ اُؼٌغ٢ ُِذٝسإ 1−ؽ٤ش  )

 ٌٖ٤ُ𝑎1 ٝ 𝑏1 ُؾو٢ 𝐴1 ٝ 𝐵1 ػ٠ِ اُزٞا٢ُ . 

 . ٓزغب١ٝ الأػلاع 𝑂𝐴𝐵رؾون إٔ أُضِش 

𝑎1:  ث٤ٖ إٔ  =  
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧  ٝ  𝑏1 =  

−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧   

 .  ٓزٞاص١ أػلاع 𝑂𝐴1𝑀𝐵1ث٤ٖ إٔ اُشثبػ٢  

 𝐸 ∶ 2𝑧2 −  3 + 𝑖 3 𝑎𝑧 +  1 + 𝑖 3 𝑎2 = 0 
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0,75ٕ  

( ن 3) : انثانثانتمشٌه   

3 

 . ٓزذاٝسح 𝑀 ٝ 𝑂 ٝ 𝐴 ٝ 𝐵 ٓغزو٤ٔ٤خ ارا ٝ كوؾ ارا ًبٗذ اُ٘وؾ 𝑀 ٝ 𝐴1 ٝ 𝐵1ث٤ٖ إٔ اُ٘وؾ 

( ن 10 ) : انشاتغانتمشٌه   

𝑥∀ :    ث٤ٖ إٔ  > 1   ;    𝑥 −  𝑥  𝑥 ≤ 𝑔 𝑥 − ln 2 ≤  𝑥 −  𝑥   𝑥  

𝑥∀  :    رؾون إٔ  > 1   ;    
1

𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 = ln 2 

𝑥∀  :    رؾون إٔ  > 1   ;   𝑔 𝑥 − ln 2 =  
 𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

𝑥∀  :    ث٤ٖ إٔ  > 1   ;   𝑔 𝑥 − ln 2 =   
𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 

0,50ٕ  

 

  
𝑔 𝑥 =  

1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡  ;    ∀𝑥 > 1 

𝑔 1 = ln 2                                           

  

  
 𝑥 =

𝑥 − 1

𝑥 ln 𝑥
  ;    ∀𝑥 > 1 

 1 = 1                                 

;1  أُؼشكخ ػ٠ِ أُغبٍ ٗؼزجش اُذاُخ     : ثٔب ٢ِ٣  ∞+

  .1 ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ ث٤ٖ إٔ اُذاُخ 

𝑥∀ : ث٤ٖ إٔ  > 1  ; ln 𝑥 < 𝑥 − ;1  ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ  صْ اعز٘زظ إٔ 1 +∞ .  

𝑥∀ :  اعز٘زظ إٔ  ≥ 1   ;   0 < (𝑥) ≤ 1.   

.  lim  صْ ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ                 أؽغت   
𝑥→+∞

 𝑥  
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 الثاني الجزء

 الأول الجزء

II 

II 3 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

1 

1 

 𝑔   أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ     ٝ ٤ٌُٖ   

,𝑂 ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ   𝑖 , 𝑗  .   

 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 

;1  أُؼشكخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑔ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ   : ثٔب ٢ِ٣  ∞+

𝑀 ≠ 𝐵  و  𝑀 ≠ 𝐴 ٕث٤ٖ إٔ                               ٗلزشع أ       : 
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
= − 

𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
 ×

𝑎

𝑏
 

                1 الأًجش هطؼب ٖٓ 𝑛اُٜذف ٖٓ اُزٔش٣ٖ ٛٞ اُجؾش ػٖ الأػذاد اُظؾ٤ؾخ اُطج٤ؼ٤خ 

∶ ℜ :     اُزب٤ُخ  ℜ ٝ اُز٢ رؾون اُخبط٤خ   3𝑛 − 2𝑛 ≡ 0  𝑛 .   

  .𝑛 أطـش هبعْ أ٢ُٝ ٓٞعت ُِؼذد 𝑝ٝ ٤ٌُٖ  .  ℜ  ٣ؾون اُخبط٤خ 𝑛ٗلزشع إٔ 

3𝑛:  ث٤ٖ إٔ  − 2𝑛 ≡ 0  𝑝    ٕصْ اعز٘زظ أ    𝑝 ≥ 5.  

2𝑝−1:  ث٤ٖ إٔ  ≡ 1 𝑝   ٝ  3𝑝−1 ≡ 1 𝑝 .   

𝑎𝑛:  ثؾ٤ش                        ث٤ٖ أٗٚ ٣ٞعذ صٝط   − 𝑏 𝑝 − 1 = 1.   

 ٌٖ٤ُ𝑟 ٝ 𝑞 ثبه٢ ٝ خبسط اُوغٔخ الأه٤ِذ٣خ ُِؼذد 𝑎 ػ٠ِ  𝑝 − 1 .  

𝑟𝑛:   ثؾ٤ش 𝑘ث٤ٖ أٗٚ ٣ٞعذ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ  = 1 + 𝑘 𝑝 − 1 .   

  . ℜ  ٝ ٣ؾون اُخبط٤خ 1 أًجش هطؼب ٖٓ 𝑛اعز٘زظ ٖٓ ًَ ٓب عجن أٗٚ لا ٣ٞعذ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ 

,𝑎   من  2℞ 𝑏  

  𝑞𝜖℞  0  و ≤ 𝑟 < 𝑝 − 1 ∶ 𝑎   حٌث   = 𝑞 𝑝 − 1 + 𝑟 ∶   ٌعنً  
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0,50ٕ  

 

  .1 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝑔اعز٘زظ إٔ اُذاُخ 

;1  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغبٍ 𝑔ث٤ٖ إٔ  𝑥∀ : ٝ إٔ  .  ∞+ > 1  ;  𝑔′ 𝑥 =
1

2
  𝑥    

𝑥∀ :  اعز٘زظ إٔ  ≥ 1   ;   0 < 𝑔′ 𝑥 ≤
1

2
  .𝑔  صْ ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

𝑘:  ث٤ٖ إٔ اُذاُخ  ∶ 𝑥 ⟼ 𝑔 𝑥 − 𝑥 + ;1   روبثَ ٖٓ 1 ;∞−   ٗؾٞ   ∞+ ln 2 .  

;1  ٖٓ أُغبٍ 𝛼اعز٘زظ أٗٚ ٣ٞعذ ػذد ؽو٤و٢ ٝؽ٤ذ  1:  ثؾ٤ش      ∞+ + 𝑔 𝛼 = 𝛼.   

𝑛∀ :   ث٤ٖ إٔ  ≥ 0   ;   1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼  

 .  رضا٣ذ٣خ هطؼب 𝑢𝑛 𝑛≥0 ث٤ٖ إٔ أُززب٤ُخ  

lim :    اعز٘زظ ٓشح صب٤ٗخ إٔ 
𝑛∞

𝑢𝑛 = 𝛼 

𝑛∀  :    ث٤ٖ إٔ  ≥ 0   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 

𝑛

  𝑢0 − 𝛼  

𝑛∀  :    ث٤ٖ إٔ  ≥ 0   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
1

2
  𝑢𝑛 − 𝛼  

lim :    ٝ إٔ .    ٓزوبسثخ 𝑢𝑛 𝑛≥0 اعز٘زظ إٔ أُززب٤ُخ  
𝑛∞

𝑢𝑛 = 𝛼 

   .     أٗشئ أُ٘ؾ٠٘   
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 

lim :          ٝ إٔ                           :  ث٤ٖ إٔ 
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞ lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥)

𝑥
= 0 0,75ٕ  

0,75ٕ  

0,50ٕ  

 0,50ٕ  

 

0,50ٕ  

 
0,25ٕ  
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0,75ٕ  

0,50ٕ  

 
0,50ٕ  

 0,25ٕ  

   :      أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣ 𝑢𝑛 𝑛≥0 ٗؼزجش أُززب٤ُخ اُؼذد٣خ  
𝑢𝑛+1 = 1 + 𝑔 𝑢𝑛   ;    ∀𝑛 ≥ 0 

1 ≤ 𝑢0 < 𝛼                                    
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