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  التمرين ا�ول
; 333...31n
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1a   2وa عددان أوليان  
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)و منه  ) 1;3 7 10n
nn a∗ +∀ ∈ + =ℕ  

                                              

( ) 1;3 7 10n
nn a∗ +∀ ∈ + =ℕ  

                                                       
) لنبين أن   )3 ) [ ]30 2;10 7 31kk +∀ ∈ ≡ℕ   

210) 2لدينا حسب  7 3 31− = ]إذن   × ]210 7 31≡   

]و لدينا  ] [ ] [ ] [ ] [ ]2 3 6 30 3010 7 31 10 70 8 31 10 64 2 31 10 32 1 31 10 1 31k≡ ⇒ ≡ ≡ ⇒ ≡ ≡ ⇒ ≡ ≡ ⇒ ≡   
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2
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+
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( ) [ ]30 2;10 7 31kk +∀ ∈ ≡ℕ  

                               
)لنبين أن       )4 ) [ ]30 1;3 0 31kn a +∀ ∈ ≡ℕ   30يقسم  31ثم لنستنتج أن 1ka +  

ℕ ,30  من   kلكل    1k ∗+ ∈ℕ  30  )  2إذن حسب 2
30 13 7 10 k

ka +
+ + ])3و حسب  = ]30 210 7 31k + ≡      

]       إذن  ]30 13 7 7 31ka + + ]        و منه    ≡ ]30 13 0 31ka + ≡    

30يقسم  31  و بما أن  13 ka 31 و  + 3 1∧ 30يقسم   31فإن حسب مبرھنة كوص   = 1ka +    
  

 

( ) [ ]30 1;3 0 31kn a +∀ ∈ ≡ℕ  31 30 يقسم 1ka +  

  
31لنبين أن المعادلة    )5 1na x y+   2ℤ/ تقبل حلول في  =

)لدينا     ) [ ]; 1 30 ; 30 1n n k n k∗ ∗∈ ≡ ⇒ ∃ ∈ = +ℕ ℕ  

31أي أن  naيقسم  31) 4و منه  حسب السؤال  31na ∧ 31و ھذا يعني ان المعادلة  = 1na x y+    2ℤ/ تقبل حلول في  =

31ھو  2ℤالشرط ال8زم لكي تقبل ھذه المعادلة حلول في (                  1na ∧ =(  

                     
31المعادلة  1na x y+  2ℤ/ تقبل حلول في  =

        
  )1(الصفحة                                                                            

 

  



  ي المغازلي:ذ                            2014ثانوية محمد الخامس التاھيلية بالصويرة                     تصحيح ا�متحان الوطني الموحد الدورة العادية 
  )ب(و ) أ( -شعبة العلوم الرياضية –مادة الرياضيات                                                                   

 

  التمرين الثاني

 ( ) ( ){ }2, / ;E M a b a b= ∈ℝ  و( ) ( )2, ; ,
a a b

a b M a b
b a b

− 
∀ ∈ =  + 

ℝ   

)زمرة جزئية للزمرة  Eلنبين أن   )1 )( )2 ,M +ℝ  

          
( )1,0I M E E= ∈ ⇒ ≠ ∅i   

( ) ( )( )( ) ( ) ( )2, , , ; , ,
a a b c c d

M a b M c d E M a b M c d
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− −   
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a c a c b da c a b c d
M a c b d E

b d a c b db d a b c d

− − − − − − − + 
= = = − − ∈   − − + −− + − −   

   

  : و منه  حسب الخاصية المميزة للزمرة الجزئية نستنتج أن 

E  زمرة جزئية للزمرة( )( )2 ,M +ℝ  

2لدينا  )2 1 1 1 1 1 2

0 1 0 1 0 1
J

     
= × =     
     

1و      0 2+ )إذن     ≠ )1,0J M E= 2Jو ∋ E∉   نستنتج أن: 

   

E  من  جزء غير مستقر( )( )2 ,M ×ℝ 

 

)تشاكل من  ϕلنبين أن ) أ )3 ),∗ ×ℂ  نحو( )( )2 ,M ∗ℝ  

لدينا

( ) ( )( ) ( ){ }( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2
2, , , 0,0 ; ,a b c d a bi c di ac bd i ad bc M ac bd ad bcϕ ϕ∀ ∈ + × + = − + + = − +ℝ ∖   

  و لدينا                        

                                             ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1
, ,

0 1

a a b c c d
a bi c di M a b M c d

b a b d c d
ϕ ϕ

− − −     
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                 ( ),
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M ac bd ad bc
ad bc bc bd ac ad

− − − − 
= = − + + − + + 

 
a b c c d

b a d c d

− −   
= ×   +   

       

  

)إذن  ) ( )( ) ( ){ }( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2, , , \ 0,0 ;a b c d a bi c di a bi c diϕ ϕ ϕ∀ ∈ + × + = + ∗ +ℝ
   

  و منه

ϕ  تشاكل من( ),∗ ×ℂ  نحو( )( )2 ,M ∗ℝ  

  

)لنبين أن ) ب ) Eϕ ∗ ∗=ℂ  حيث{ }\E E O∗ =                                 

):لدينا ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 0,0 ,M a b E a b a bi a bi M a bϕ ϕ ϕ∗ ∗ ∗ ∗∈ ⇔ ≠ ⇔ + ∈ ⇔ + ∈ ⇔ ∈ℂ ℂ ℂ    

)إذن         ) ( ) ( ), ,M a b E M a b ϕ∗ ∗∈ ⇔ ∈ ℂ    و منه:  

  
( ) Eϕ ∗ ∗=ℂ  

  

)لنبين أن )  ج ),E∗      زمرة تبادلية  ∗

)لدينا  ),∗ ×ℂ   زمرة تبادلية و ϕ  تشاكل من( ),∗ ×ℂ  نحو( )( )2 ,M ∗ℝ  إذن( )( ),ϕ ∗ ∗ℂ زمرة تبادلية و لدينا( ) Eϕ ∗ ∗=ℂ    
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نستنتج أن 
 ( ),E∗   زمرة تبادلية  ∗

  

)لدينا  )4 )( ) ( ) ( )3, , ,A B C E A B C A N B C A N B A N C A B A C∀ ∈ ∗ + = × × + = × × + × × = ∗ + ∗  

إذن    
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)لنستنتج مما سبق أن  )5 ), ,E +  .جسم تبادلي ∗
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أن                            نستنتج
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  التمرين الثالث
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و منه                              
 

( )2
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∆0بما أن  )فإن للمعادلة   ≠ )E   حلين مختلفين ھما:[ ]1

2 2
1, 1, 1,

2 4 4

i ie ie
z
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]و                                                                  ]2
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2 4 4
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z
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               و منه    
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4

z
π θ = +  

1 و     1,
4

z
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)لنبين أن المستقيمين) أ )2 )OA  و( )1 2TT   متعامدان: 

)لدينا  ) ( )
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1 2, 2
aff TT

OA TT Arg
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2

OA TT
π π≡ −
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   و منه             

)المستقيمين  )OA  و( )1 2TT متعامدين  

  
O,لنبين أن النقط ) ب A  وK مستقيمية   

)لدينا    ) ( )
( ) ( ), 2

aff OK
OA OK Arg

aff OA
π
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و  
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4 4 cos 1 14 ,0
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) إذن  ) ( ), 0 2OA OK π≡
			
 			


OAالمتجھتين إي أن  
			


OKو  
			


  مستقيميتين و منه              

  مستقيمية Kو  Aو  Oالنقط 
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)لنستنتج أن المستقيم ) ج )OA  ھو واسط القطعة[ ]1 2TT   

)لدينا  )OA  عمودي على( )1 2TT  و لديناK  منتصف القطعة[ ]1 2TT  و( )K OA∈   

نستنتج أن              
 ( )OA  ھو واسط القطعة[ ]1 2TT  
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i ii

z e e z e
π ππθ θ   + +   

   
 

− = − 
 
 

يكافئ  
3

' 4 4
i i

z iz e e
π πθ θ   + +   

   = + 'يكافئ + 2 iz iz e θ= + 

 ھي   rالصيغة العقدية للدوران
' 2 iz iz e θ= +  

 

2ھو  rبالدوران  Iصورة النقطة  B لنتحقق من أن لحق النقطة) ب 1ib e θ= +   

1لدينا  2 2i ib i e e iθ θ= × + =  و منه  +
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2
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  و بالتالي      إي أن   

)المستقيمين )AB  و( )IJ  متعامدين  
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C Cv

t A C AC v z e i z i eθ θ
− = ⇔ = − ⇔ − = − ⇔ = − +


			
 

  

−vبا�زاحة ذات المتجھة  Aصورة النقطة   Cو منه لحق النقطة 



ھو   
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لدينا  )5
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2
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A
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 إذن 

A   ھي منتصف القطعة[ ]BC  

   التمرين الرابع

 ( I   f  الدالة المعرفة على[ :كما يلي  ∞+,0]
( )

( )
2

ln
; 0

1
0 0

x x
f x x

x
f

− = > +
 =

   

[متصلة على  lnالدالة ) أ )1 و الدالة  ∞+,0]
21

x
x

x

−
+

[و بالخصوص على)  ℝدالة جدرية معرفة على ( ℝمتصلة على  ֏ [0,+∞ 

[متصلة على  fإذن الدالة    )جداء دالتين متصلتين( ∞+,0]

): 0على اليمين في  fلندرس اتصال  ) ( )20 0

ln
lim lim 0 0

1x x

x x
f x f

x+ +→ →

−= = =
+

+ن (   
0

lim ln 0
x

x x
+→

= (  

 0متصلة على يمين  fإذن 
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Ammarimaths 

f  متصلة على]   نستنتج أن 0و متصلة على يمين  ∞+,0]

f  متصلة على المجال[ [0,+∞  

  
]على المجال  fلندرس إشارة ) ب [0,+∞  

)لدينا  )0 0f 0xو لكل  = )إشارة  < )f x  ھي عكس إشارةln x  ومنه جدول إشارة( )f x كما يلي:  

  
  
  

  
  
  
  
  
  
  

  :لدينا ) أ )2

 

( ) ( )2

2

1 1
ln1 ln ln

;
1 1 11

x x xx xx f f x
x xx

x x

∗
+

−
 ∀ ∈ = = = = −  +  + +

ℝ

  
ومنه  

 ( ) ( )1
;x f f x

x
∗
+

 ∀ ∈ = − 
 

ℝ

  
 

[قابلة لBشتقاق على  fلنبين أن الدالة ) ب [0,+∞   

[قابلة لBشتقاق على  lnالدالة  و الدالة ∞+,0]
21

x
x

x

−
+

[و بالخصوص على  ℝقابلة لBشتقاق على  ֏ [0,+∞  

[قابلة لBشتقاق على fإذن الدالة    )كجداء دالتين قابلتين لBشتقاق على ھذا المجال(∞+,0]

  

[من المجال αلنبين أنه يوجد) ج )يحقق  0,1] )' 0f α =  

]متصلة على المجال  fالدالة  [و قابلة لBشتقاق على المجال  0,1[ )وتحقق  0,1] ) ( )0 1f f=  إذن حسب مبرھنة رول يوجد على ا+قل عنصرα 
[من المجال  )يحقق  0,1] )' 0f α   إذن  =

                                                          
 

] [( ) ( )'0,1 ; 0fα α∃ ∈ =   

  

'لنستنتج أن ) د 1
0f

α
  = 
 

   

[بما أن  [0,1α [فإن   ∋ [1
1,

α
∈ قابلة ل8شتقاق عند   fإذن  ∞+

1

α
   

)) أ) 2ولدينا حسب  ) ( ) 1
,x f x f

x
∗  ∀ ∈ = −  

 
ℝ  نستنتج أن( ) ( )' '

2

1 1
,x f x f

x x
∗ − ∀ ∈ = − × 

 
ℝ  

)و منه  ) ( )' '
2

1 1
,x f f x

x x
∗  ∀ ∈ = × 

 
ℝ    إذن( )' '

2

1 1
0f f α

α α
  = = 
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Ammarimaths 

 و منه

  
 

 

( II F  دالة معرفة على المجال [ ): ب ∞+,0] ) ( )
0

x
F x f t dt= )و  ∫ )C مبيانھا في معلم متعامد ممنظم.  

] لنتحقق من أن) ا  )1 [( )
2

2

1
1, ; 1

2 1

t
t

t
∀ ∈ +∞ ≤ ≤

+
  

]لدينا  [( )
2

2 2 2 2
2

1
1, ;0 1 1 2 1

2 1

t
t t t t t

t
∀ ∈ +∞ ≤ ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒ ≤ ≤

+
   

و منه                                 
 

[ [( )
2

2

1
1, ; 1

2 1

t
t

t
∀ ∈ +∞ ≤ ≤

+
  

  

]لنبين أن ) ب [( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 1
1, , 1 ln 1 ln

2 4
x F x F x F x∀ ∈ +∞ − ≤ ≤ −   

  :انط8قا من المتفاوتة المزدوجة السابقة لدينا ا/ستلزامات  المتوالية التالية

[ [( )
( )

ln
02 1

2 2 21 1 1

1 1 ln ln ln 1 ln ln ln
1, ; 1

2 1 2 1 2 1

t
xt x x xt t t t t t t t t

t dt dt dt
t t t t t t t

 >  ≥      ∀ ∈ +∞ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤     + + +    
∫ ∫ ∫  

و حيث أن 
( ) ( )2 2

1

1

ln lnln

2 2

x

x t xt
dt

t

 
= = 
  

]فإن  ∫ [( ) ( ) ( )2 2

21

ln lnln
1, ;

2 1 4

xx xt t
t dt

t
∀ ∈ +∞ − ≤ − ≤ −

+∫   

)وبعد إضافة  )1Fصل على حالمزدوجة ا+خيرة نطراف المتفاوتة إلى أ

[ [( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

21

ln lnln
1, ;F 1 1 1

2 1 4

xx xt t
t F dt F

t
∀ ∈ +∞ − ≤ − ≤ −

+∫  

)و بم8حظة أن  ) ( ) ( ) ( ) ( )1

21 0 1 0

ln
1

1

x x xt t
F dt f t dt f t dt f t dt F x

t
− = + = =

+∫ ∫ ∫   :نحصل على المطلوب ∫

[ [( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 1
1, , 1 ln 1 ln

2 4
x F x F x F x∀ ∈ +∞ − ≤ ≤ −  

  

)الحساب و التأويل الھندسي للنھايتين ) ج )lim
x

F x
→+∞

و  
( )

lim
x

F x

x→+∞
  

  لدينا حسب خاصيات النھايات و الترتيب 

         
[ [( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2

2

1
1, , 1 ln

4 lim
1

lim 1 ln
4

x

x

x F x F x
F x

F x
→+∞

→+∞

 ∀ ∈ +∞ ≤ −
⇒ = −∞

 − = −∞


   

 
[ [( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2

2 2

1 ln 1 ln1 1
1, ,

2 4 lim 0
1 ln 1 ln1 1

lim lim 0
2 4

x

x x

F x F x F x
x

F xx x x x x
xF x F x

x x x x

→+∞

→+∞ →+∞


∀ ∈ +∞ − ≤ ≤ −


⇒ =

 − = − =

   

 خ8صة 

( )lim
x

F x
→+∞

=  و ∞−
( )

lim 0
x

F x

x→+∞
)إذن = )C  ا+فاصيل بجواريقبل فرعا شلجميا في إتجاه محور+∞   
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]على المجال  Fقابلية اشتقاق الدالة  ) أ )2 و حساب  ∞+,0]
'F  

]متصلة على المجال  fبما أن  ]قابلة ل8شتقاق على المجال  Fو منه  0ھي أصليتھا التي تنعدم عند  Fفإن  ∞+,0] [0,+∞  

]و لدينا  [( ) ( ) ( )'0, ;x F x f x∀ ∈ +∞ =   

F  قابلة ل8شتقاق على المجال[ ]و لدينا  ∞+,0] [( ) ( ) ( )'0, ;x F x f x∀ ∈ +∞ =  

)من الجزء ا+ول أن ) أ) 1نعلم حسب ) ب     ) 0f x [على المجال  < )و  0,1] ) 0f x [على المجال  > [1,+∞  

  كما يلي  Fإذن جدول تغيرات الدالة 
+∞                          1            0  x   

                              ( )1F        

  
  
  −∞                                    0                              

  
 

( )F x

   

( III  1 (لنبين أن) أ ] [( ) 1
0, ; lnt t t

e
∀ ∈ + ∞ − ≤   

[نضع  [( ) ( )0, ; 1 . lnt t e t tϕ∀ ∈ +∞ = +   

)لدينا   )lim
t

tϕ
→+∞

= )و  ∞+ )
0

lim 1
t

tϕ
+→
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