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@æî‹ánÜa1@Z@ @

  :المعرف بما یلي  *قانون الترآيب الداخلي 2نعتبر في
)لكل  ) 2,a b )لكل و ∋ ) 2,x y   :، نضع  ∋

( ) ( ), * , ,2 2
ax by bx aya b x y ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ +=  

  .Eقانون ترآيب داخلي في المجموعة *بين أن. 1
  :بما یلي  Eنحو *المعرف من ϕليكن التطبيق. 2

( )* 1 1: ,  m m m mm mϕ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ = + −  

)تشاآل تقابلي من ϕبين أن -أ    )نحو  ×,*( ),*E.  

)استنتج أن -ب  ),*E  زمرة تبادلية محددا عنصرها المحاید ومماثل 

1آل عنصر       1,m mm m
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

+   .∋m*حيث  −

  :نعتبر المجموعة . 3

( ){ }2 2 2, / 2 F   و     4 x y x y x= ∈ ≥ = −  

  : بين أن  -أ

21 1, / 0   F m m mm m
⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪
⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

= + − ∈ >  

)بين أن-ب  ),*F زمرة جزئية من( ),*E.  

@æî‹ánÜa2@Z@ @

)مجموعة مصفوفات  Gلتكن )2M التي تكتب على الشكل  

( ),
1 0

a b
M a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

)حيث  = ) *,a b ∈ ×.  

)نذآر أن  )( )2 , ,+ ×M حلقة واحدیة.  

I .1 .بين أنG جزء مستقر من( )( )2 ,×M.  

)بين أن . 2    ),G   هل هذه الزمرة تبادلية ؟. زمرة ×

)مجموعة المصفوفات Hلتكن. 3    ),a b
M منG حيث  

    ( ) *,a b +∈ )زمرة جزئية للزمرة Hبين أن. × ),G ×  

حيث Gعنصرا من Aليكن. 4   
1 0

1A a
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  .∋aمع  =

1A:نضع        A=  1وn nA A A+ =   .*من  nلكل  ×
  عدد صحيح طبيعي غير nحيث nو aبدلالة nAأحسب      

  

  .منعدم    
II .قانون الترآيب الداخلي ×*نعتبر فيT  المعرف بما یلي:  

)لكل  ) *,a b ∈ )لكل و × ) *,x y ∈   :، نضع  ×

( ) ( ) ( ), , ,a b x y a bx by= +T  

  :بما یلي  ×*نحو Gالتطبيق المعرف من ϕوليكن 

( ) ( ) ( )*
,

, , ,  
a b

a b M a bϕ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ × =  

)تشاآل تقابلي من ϕأنبين . 1 ),G )نحو × )*,× T.  

)استنتج بنية. 2 )*,× T.  

)حدد مماثل. 3 ) ( ) ( )
     مــــــــــــــــــــرة

,1 ,1 ... ,1
n

a T a T T a في( )*,× T  

  .2عدد صحيح طبيعي أآبر من أو یساوي  nو ∋aحيث    
@æî‹ánÜa3@Z@ @

I .1لتكن\
2

E ⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

)لكل. = ),a b 2منE  نضع ،:  

2a b a b ab⊥ = + −  
)تحقق من أن لكل - أ. 1 ),a b 2منE  لدینا ،:  

( )( )1 1 2 1 2 1
2 2

a b a b⊥ = − − −  

  . Eقانون ترآيب داخلي في ⊥استنتج أن -ب 
)بين أن . 2 ),E   .زمرة تبادلية ⊥

II .تذآير:( )2M 2هي مجموعة المصفوفات المربعة من الرتبة  

  ( )( )2 , ,+ ×M حلقة واحدیة وحدتها
1 0
0 1I
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 

 ( )( )2 , ,.+Mفضاء متجهي حقيقي. 

)مجموعة المصفوفات من Fلتكن )2M التي تكتب على الشكل  

( )
21

2 2a
a aM

a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−=
−

a، حيث   E∈.  

: نضع 
1 1

1 1A
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

−=
−

.  

2:             تحقق من أن  - أ. 1 2A A=−   

):      وأن                  ) 2a
aM I A= +.  
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)جزء مستقر من Fبين أن - ب   )( )2 ,×M.  

:  نعتبر التطبيق . 2
( ) ( )

( ) ( )

: , ,

a

E
a a M

ϕ

ϕ

⊥ → ×

=

F
  

)تشاآل تقابلي من ϕبين أن  - أ       ),E )نحو ⊥ ),×F .  

)استنتج بنية -ب     ),×F.  

@æî‹ánÜa4@Z@ @

( )* , ,.+
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+F  هو الفضاء المتجهي الحقيقي لمجموعة الدوال

*العددیة المعرفة على
+ .  

)لكل ),a b ولكل 2منx من*
  :، نضع +

( ) ( ),
a bx

a b
f x x e=    و( ) ( ) ( ) ( ), ,

ln
a b a b

x f xϕ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=.  

): ولتكن المجموعة  ) ( ) 2
, / ,     a b a bϕ⎧ ⎫

⎨ ⎬
⎩ ⎭

= ∈L  

)بين أن . 1 ),+L زمرة جزئية من( )* ,+
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+F.  

)استنتج أنه لكل - أ. 2 ),a b
ϕ   منL ولكلλ لدینا  من ،:  

      ( ),a b
λϕ ∈L.  

)استنتج أن  -ب   ), ,.+L فضاء متجهي حقيقي.  

)بين أن  -جـ   ) ( )1,0 0,1
,ϕ ϕ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

)أساس للفضاء المتجهي  ), ,.+L  

  .ثم حدد بعده      
@æî‹ánÜa5@Z@@@@@@ نعتبر المجموعة:

( ){ }3, , / 2 0     E x y z x y z= ∈ − + =  

)بين أن  . 1 ), ,.E   .فضاء متجهي حقيقي +

)ليكن. 2 )1 1,1,0e )و     = )2 0,2,1e = .  

1بين أن الأسرة - أ     2( , )e e مولدة للفضاء المتجهي( ), ,.E + .  

1بين أن الأسرة - ب   2( , )e e  حرة؛ ثم استنتجdimE .      

@æî‹ánÜa6@Z@@@@@@  

)في )3M  ؛ نعتبر المصفوفة :
2 2 1
2 3 2
1 2 0

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
= −

−
 .  

): تحقق من أن . 1 ) ( )3A I A I O+ × −   :حيث   =
  

0 0 0
0 0 0
0 0 0

O
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

و         =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

I
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  

)قابلة للقلب في Aاستنتج أن. 2 )3M  1وحددA − .  

  . Iو  Aبدلالة 2Aأحسب . 3
:: بين أن . 4 . . n

n nn A u A v I∀ ∈ = + 

( )0A I= ،   حيث :( )n nu )و  ∋ )n nv   متتاليتان  ∋

  :معرفتان بما یلي عددیتان   

0 0

1

1

0      1
2 ;      

3 ;      
n nn

nn

u v
u u v n

v u n
+

+

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

= =
= − + ∈

= ∈

و
  

n:نضع . 5 n nw u v=   .  من nلكل   +
1nwأحسب        . nبدلالة  nwثم استنتج ، nwبدلالة +

1nuاستنتج . 6   . nuبدلالة +
  . nبدلالة   nvثم   ، nبدلالة  nuحدد . 7
  . nبدلالة  nAأحسب . 8

@æî‹ánÜa7@Z             

  :نعتبر المجموعة 

( ), /
  : ( ) ( ) cos ( ) sin
          

  
f

E
x f x A x x B x x

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∈
=

∀ ∈ = +

F
  

  . 1حدودیتان درجتهما أصغر من أو تساوي  Bو Aحيث 
)بين أن . 1 ), ,.E   .فضاء متجهي حقيقي  +

)نعتبر الأسرة. 2 )1 2 3, ,B f f f=  حيث :  

1( ) cosf x x=     2   و( ) sinf x x=  

)3  و  ) cosf x x x=  

)أساس للفضاء Bبين أن      ), ,.E + .  

  :بحيث  hو gنعتبر الدالتين.  ∋aليكن. 3

( ) cos( )
( ) sin( )

g x a x
h x a x
⎧⎪
⎨
⎪⎩

= +
= +

  .  

)تأآد من أن  -أ    ) 2,h g E∈  ثم حدد إحداثياتg وh   

  . Bبالنسبة للأ ساس       
)هل الأسرة - ب   )3 4, , ,B g h f f=′  أساس ل( ), ,.E   ؟ +

      4f  4: هي الدالة المعرفة بما یلي( ) sinf x x x= . 
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@æî‹ánÜa8@Z             

)من  Mمجموعة المصفوفات Mلتكن )2M  بحيث:  

2
2 22 3 0M M I− + =  

2:         حيث 
0 0
0 0O
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

2و           =
1 0
0 1I
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  

  . Mمصفوفة من  Mلتكن. 1

):  نضع      )22E I M= 22Fو         − M I= −  

2E:   بين أن  -أ    F O× =   .  

2E: بين أن  -ب  E=      2وF F= .  

:              بين أن  -جـ 
1: 2

n
nn M E F∀ ∈ = +  .  

)نعتبر المتتاليتين العددیتين. 2 )n nx )و  ∋ )n ny   المعرفتين بما  ∋

:            یلي      
0 0

1

1

1
3 10 ;
1 3 ;2 2

n nn

n nn

x y
x x y n

y x y n
+

+

⎧
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

= =
= − ∈

= − ∈

 .  

بين أن المصفوفة  -أ   
3 10
1 3
2 2

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
=

−
  . Mتنتمي إلى   

n:نضع  -ب  
n

n

xX y
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= .  

:1:بين أن         . nnn X A X+∀ ∈ =  

:0:               بين أن  -جـ  . n
nn X A X∀ ∈ = .  

  .  nبدلالة  nyو nxحدد تعبيري  -د  

)أدرس تقارب المتتاليتين العددیتين -هـ  )n nx )و  ∋ )n ny ∈ .  
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